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Òåðìîóïðóãàÿ ìîäåëü êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ãðóíòà
â óñëîâèÿõ þãà êðèîëèòîçîíû

Íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé êðèîãåí-

íîãî ïó÷åíèÿ ãðóíòîâ îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñåçîííî ì¼ðçëîãî ñëîÿ òîíêîäèñ-

ïåðñíîãî ãðóíòà. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êðèîãåí-

íîãî ïó÷åíèÿ ãðóíòà ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå áàçè-

ðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ñâÿçàííîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè. Çà îñíîâíîé ôèçè-

÷åñêèé êðèòåðèé èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíÿòî èçìåíåíèå

åñòåñòâåííîé âëàæíîñòè ãðóíòà. Ó÷¼ò òåïëîïåðåíîñà â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ãðóíòà ïðè ïó÷åíèè. Öåëü èññëåäîâàíèÿ

ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè ðàñ÷¼òà âåëè÷èí óñèëèé è ïåðåìåùåíèé ãðóíòà, âîçäåéñòâó-

þùèõ íà ôóíäàìåíòû ñîîðóæåíèé ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåçîííî-òàëûé ãðóíò, êðèîãåííîå ïó÷åíèå, íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìà-

öèè, òåðìîóïðóãîñòü

Ââåäåíèå. Â êðèîëèòîçîíå Çåìëè íà òåððèòîðèè Ðîññèè, ÑØÀ, Êàíàäû, Êèòàÿ

ðàñïðîñòðàíåíî òàêîå ÿâëåíèå, êàê êðèîãåííîå ïó÷åíèå òîíêîäèñïåðñíûõ ãðóíòîâ, êî-

òîðîå âûðàæàåòñÿ â èõ âíóòðèîáú¼ìíîì äåôîðìèðîâàíèè ñ óâåëè÷åíèåì îáú¼ìà çà

ñ÷¼ò çàìåðçàíèÿ ïîðîâîé âîäû è îáðàçîâàíèÿ ëüäà, âûçâàííûì ñåçîííûì èëè ìíîãî-

ëåòíèì ïðîìåðçàíèåì [9]. Ðåçóëüòàòû ìíîãîëåòíèõ ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèé êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ äèñïåðñíûõ ãðóíòîâ â ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ

óñëîâèÿõ, ñâÿçàííûå â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïðîáëåìàìè ñòðîèòåëüñòâà, äîñòàòî÷íî ïîë-

íî ïðåäñòàâëåíû â îáîáùàþùèõ íàó÷íûõ ìîíîãðàôèÿõ [4; 5; 10�13] è òåìàòè÷åñêèõ

ïóáëèêàöèÿõ îòå÷åñòâåííûõ, à òàêæå çàðóáåæíûõ àâòîðîâ [18; 19; 21]. Îíè óêàçû-

âàþò íà ñëîæíîñòü ìíîãîìåðíîé çàâèñèìîñòè êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ïðîìåðçàþùåãî

ñåçîííîòàëîãî ñëîÿ ìíîãîëåòíåì¼ðçûõ äèñïåðñíûõ ãðóíòîâ îò óñëîâèé åãî ýíåðãî- è

ìàññîîáìåíà ñ âíåøíåé ñðåäîé, à òàêæå ìíîãîôàêòîðíîñòü ïðîöåññîâ âíóòðè ñàìîãî

ãðóíòîâîãî ìàññèâà. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ñîçäàíèÿ àäåêâàò-

íûõ êðèîãåííîìó ïó÷åíèþ ãðóíòà ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé. Åñëè, êðîìå òîãî, ñòàâèòü

çàäà÷ó î ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñ íàèáîëüøåé ïîëíîòîé îïèñûâàþùåé

âñå îñîáåííîñòè îäíîâðåìåííî ïðîòåêàþùèõ â ãðóíòàõ ïðîöåññîâ ïðîìåðçàíèÿ, ìè-

ãðàöèè âëàãè, îáðàçîâàíèÿ ëüäà, òåïëîîáìåíà, òî îêàæåòñÿ, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à íåâû-

ïîëíèìà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê òåððèòîðèÿì þãà êðèîëèòîçîíû, â òîì ÷èñ-

ëå Çàáàéêàëüÿ, îòëè÷àþùèìñÿ ãëóáîêèì ñåçîííûì ïðîìåðçàíèåì òàëûõ ãðóíòîâ è

ãëóáîêèì ñåçîííûì îòòàèâàíèåì-ïðîìåðçàíèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ìíîãîëåòíå-

ì¼ðçëûõ ãðóíòîâ, äîñòèãàþùèõ 4,0 ì, ãäå ñîâîêóïíîñòü ïðîöåññîâ êðèîãåíåçà èìååò

ñóùåñòâåííûå ðåãèîíàëüíûå îñîáåííîñòè.

Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ñóçèòü çàäà÷ó è ñòàâèòü å¼, íàïðèìåð, äëÿ êîíêðåòíîé

êàòåãîðèè ãðóíòîâ, ôèêñèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âëàæíîñòè è òåìïåðàòóðû. Òà-

êàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåøàåìîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ñóùå-

ñòâåííîå çíà÷åíèå èìåþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé

è ìîäåëèðîâàíèÿ êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ãðóíòîâ [1�3; 16; 17; 22].

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êðèîãåííîãî ïó-

÷åíèÿ ãëóáîêî ïðîìåðçàþùåãî ñëîÿ ãðóíòà ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè ñ ó÷¼òîì êîíêðåòíûõ ïðèðîäíûõ è èíæåíåðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðè-

ñòèê. Ïðåèìóùåñòâîì ïîäîáíûõ ÷àñòíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè èõ

òî÷íîñòè ñîïîñòàâëåíèåì ñ äàííûìè íàòóðíûõ èçìåðåíèé íà êîíêðåòíûõ ó÷àñòêàõ.

Â îñíîâó èìåííî òàêîãî ïîäõîäà ëåãëè ðåçóëüòàòû íàøèõ íàòóðíûõ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [5; 10; 13], ïîçâîëÿþùèå ïðåäëîæèòü ðàñ÷¼òíóþ ìîäåëü

íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîìåðçàþùåãî òàëîãî è ñåçîííî-òàëîãî

ñëîÿ ìíîãîëåòíåì¼ðçëîãî äèñïåðñíîãî ãðóíòà, îñíîâàííóþ íà àíàëîãèè ñ íåêîòîðû-

ìè ïîëîæåíèÿìè òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè.
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Íà ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè â çàäà-

÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ êðèîãåííûìè ïðîöåññàìè, óêàçûâàë â ñâî¼ âðåìÿ Þ. Ê. Çàðåöêèé:

¾Îïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîãî ïîëÿ, âûçâàííîãî ïó÷åíèåì ãðóíòà, èìååò ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ àíàëîãèþ ñ çàäà÷àìè òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé¿ [6]. Îäíàêî ýòà âîçìîæíîñòü

íå áûëà ðåàëèçîâàíà, ÷òî, âåðîÿòíî, îáúÿñíÿëîñü íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ îñî-

áåííîñòåé òåðìè÷åñêîãî ðåæèìà ãðóíòà.

Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé ñâÿ-

çàííîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè âêëþ÷àþùåé îäíîâðåìåííî óðàâíåíèÿ óïðóãîñòè è

òåïëîïðîâîäíîñòè. Äåôîðìàöèè òåëà, îáóñëîâëåííûå èçìåíåíèåì åãî òåìïåðàòóðû,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé âûíóæäåííûõ äåôîðìàöèé.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò óïðóãîãî òåëà (íàïðèìåð, ãðóíòà), íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîä-

íîì ñîñòîÿíèè ïðîñòîãî ðàñòÿæåíèÿ (ðèñ. 1). Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σ ïðè îò-

ñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë ïîä÷èíÿþòñÿ, êàê èçâåñòíî, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

ðàâíîâåñèÿ:

Ðèñ. 1. Ýëåìåíòàðíûé îáú¼ì óïðóãîãî òåëà â óñëîâèÿõ ïðîñòîãî ðàñòÿæåíèÿ

Fig. 1. Elementary volume of an elastic body under simple tension

Ïðè ýòîì σki = σik.
Îáîçíà÷èâ ïåðåìåùåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáú¼ìà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì Ux, Uy,

Uz, îòíîñèòåëüíûå äåôîðìàöèè óäëèíåíèé (ñäâèãîâ) çàïèøåì â âèäå

2εik = 2εki =
∂Uk
∂i

+
∂Ui
∂k

. (1)

Êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè � óñëîâèÿìè ñîâìåñòèìîñòè.

Ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû òåëà íà âåëè÷èíó T , ÿâëÿþùóþñÿ â îáùåì ñëó÷àå
ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè, êàæäûé ýëåìåíòàðíûé êóáèê, ïîäîáíûé ïîêàçàííî-
ìó íà ðèñ. 1, íå âñòðå÷àÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ òàêèõ æå ýëåìåíòàðíûõ
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êóáèêîâ, ïîëó÷èë áû ÷èñòî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå. Äëÿ èäåàëüíîãî ñëó÷àÿ èçîòðîïíî-
ãî òåëà òàêîå ðàñøèðåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà òåì-
ïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè:

ε(T )
xx = ε(T )

yy = ε(T )
zz = αT,

ε(T )
xy = ε(T )

yz = ε(T )
zx = 0, (2)

ãäå α � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.
Â ñïëîøíîì òåëå ñâîáîäíûå äåôîðìàöèè ýëåìåíòàðíûõ îáú¼ìîâ çàòðóäíåíû; âîç-

íèêàþùèå ïðè ýòîì òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ îáîáù¼ííîìó çàêîíó
Ãóêà

εxx =
1

E
[σxx − µ(σyy + σzz)] ; εyxy =

σxy
2G

; γxy =
τxy
G

;

εyy =
1

E
[σyy − µ(σxx + σzz)] ; εyyz =

σyz
2G

; γyz =
τyz
G

; (3)

εzz =
1

E
[σzz − µ(σxx + σyy)] ; εyxz =

σzx
2G

; γxz =
τxz
G

;

2G =
E

1 + µ
,

ãäå µ � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Îáîçíà÷èâ S = σxx + σyy + σzz, ïîëó÷èì:

εxx =
1

2G

[
σxx −

µ

1 + µ
S

]
; εxy =

σxy
2G

;

εyy =
1

2G

[
σyy −

µ

1 + µ
S

]
; εyz =

σyz
2G

; (4)

εzz =
1

2G

[
σzz −

µ

1 + µ
S

]
; εxy =

σzx
2G

.

Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé (3)
è äåôîðìàöèé (5). Îêîí÷àòåëüíûé âèä âûðàæåíèé áóäåò

εxx =
1

2G

[
σxx −

µ

1 + µ
S

]
+ αT ; εxy =

σxy
2G

;

εyy =
1

2G

[
σyy −

µ

1 + µ
S

]
+ αT ; εyz =

σyz
2G

; (5)

εzz =
1

2G

[
σzz −

µ

1 + µ
S

]
+ αT ; εzx =

σzx
2G

.

Óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñóììîé íîðìàëüíûõ
íàïðÿæåíèé S = σxx + σyy + σzz è îáú¼ìíûì ðàñøèðåíèåì e = εxx + εyy + εzz, òàê:

e =
1− 2µ

1 + µ

S

2G
+ 3αT. (6)
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Âûðàçèì èç óðàâíåíèé (6) è (7) íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè:

σik = 2G

[
εik +

µ

1− 2µ
e− 1 + µ

1− 2µ
αT

]
. (7)

Çäåñü δik = 0, åñëè i 6= k; δik = 1, åñëè i = k, ò. å. ïðè i = k = x σxx =

= 2G
[
εxx + µ

1−2µ
e− 1+µ

1−2µ

]
αT ; ïðè i = x; k = y σxy = 2gεxy è ò. ä.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8) íàõîäèì ïðîèçâîäíûå ïî k:

∂σik
∂k

= 2G

[
∂εik
∂k

+
µ

1− 2µ

∂e

∂k
δik −

1 + µ

1− 2µ
α
∂T

∂k
δik

]
, (k = x; y; z). (8)

Òàê êàê èç (2) ñëåäóåò, ÷òî εki = 1
2

[
∂Uk

∂i
+ ∂Ui

∂k

]
, òî∑

k

∂εik
∂k

=
1

2

∑ ∂2Ui
∂i∂k

+
1

2

∑ ∂2Uk
∂k2

=
1

2
52 Ui +

1

2

∂e

∂i
, (9)

ãäå 52Ui � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ïîñêîëüêó ïðè k 6= i δik = 0, à ïðè k = i δik = 1, òî µ

1−2µ

∑
∂e
∂k
δik è

1+µ
1−2µ

α
∑

∂T
∂k
δik

ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ µ
1−2µ

∂e
∂i
; 1+µ

1−2µ
α∂T
∂i
.

Äëÿ âûðàæåíèÿ (9) ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1); êðîìå òîãî, ñ ïîìî-
ùüþ (9) ïîëó÷àåì äëÿ ïåðåìåùåíèé ñèñòåìó òð¼õ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

52Ui +
1

1− 2µ

∂e

∂i
− 2(1 + µ)

1− 2µ
α
∂T

∂i
= 0, (10)

ãäå, íàïðèìåð, ïðè i = x

∂2Ux
∂x2

+
∂2Ux
∂y2

+
∂2Ux
∂z2

+
1

(1− 2µ)

∂e

∂x
=

2(1 + µ)

(1− 2µ)
α
∂T

∂x
.

Â óðàâíåíèè (11) ÷ëåí 2(1+µ)
(1−2µ)

α∂T
∂x

çàíèìàåò ìåñòî êîìïîíåíòà îáú¼ìíûõ ñèë â îá-

ùèõ óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ, à ÷ëåíû 52Ui;
1

(1−2γ)
∂e
∂x

çàíèìàþò ìåñòà êîìïîíåíò ïî-
âåðõíîñòíûõ ñèë. Ïåðåìåùåíèÿ Uxx; Uyy; Uzz, âûçûâàåìûå èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû
∂T , ñîâïàäàþò ñ ïåðåìåùåíèÿìè, âûçûâàåìûìè îáú¼ìíûìè ñèëàìè:

X = −α E

1− 2µ

∂T

∂x
; Y = −α E

1− 2µ

∂T

∂y
; Z = −α E

1− 2µ

∂T

∂z
; (11)

ïðè ïîâåðõíîñòíîì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîì äàâëåíèè:

p =
αE∆T

1− 2µ
. (12)

Òàêèì îáðàçîì, òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì
ðàâíîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ââîäÿ âåëè÷èíó òåðìîóïðóãîãî
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ïîòåíöèàëà ïåðåìåùåíèé Ô, òàêîãî, ÷òî Ui = ∂Ô
∂i
, ïðèâîäèì ê âèäó:

1− µ
1− 2µ

∂

∂i
5Ô− 1− µ

1− 2µ
α
∂T

∂i
= 0. (13)

Óðàâíåíèå (14) áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü

5Ô =
1 + µ

1− µ
α∆T, (14)

ò. å. åñëè Ô óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà. Âûðàæåíèå Ui = ∂Ô
∂i

ÿâëÿåòñÿ íè÷åì
èíûì, êàê êîìïîíåíòàìè ïåðåìåùåíèé; â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) äåôîðìàöèè áóäóò:

εxx =
∂2Ô

∂x2
; εxy =

∂2Ô

∂x∂y
;

εyy =
∂2Ô

∂y2
; εyz =

∂2Ô

∂y∂z
; (15)

εzz =
∂2Ô

∂z2
; εzx =

∂2Ô

∂z∂x
,

à íà îñíîâàíèè (8) ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåíèé

σik = 2G
[
∂2Ô
∂i∂k
−52Ôδik

]
, ò. å.

σxx = −2G

[
∂2Ô

∂y2
+
∂2Ô

∂z2

]
; σxy = 2G

∂2Ô

∂x∂y
;

σyy = −2G

[
∂2Ô

∂x2
+
∂2Ô

∂z2

]
; σyz = 2G

∂2Ô

∂y∂z
; (16)

σzz = −2G

[
∂2Ô

∂x2
+
∂2Ô

∂y2

]
; σzx = 2G

∂2Ô

∂z∂x
.

Êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé Ui = ∂Ô
∂i
, äåôîðìàöèé (16) è íàïðÿæåíèé (17) ìîãóò

áûòü íàéäåíû, åñëè ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî Ô óðàâíåíèå Ïóàññîíà (15). Îáùåå ðå-
øåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ:

Ô = − (1 + µ)α

4π(1− µ)

y
T (ξ, η, ϕ)

1

r′
dξdηdϕ, (17)

ãäå T (ξ, η, ϕ) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ξ, η, ϕ; r′ � ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýòîé òî÷êîé è äðóãîé òî÷êîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó â ñîîòâåòñòâèè ñ (18) ñâÿçàíî ñî çíà÷è-
òåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè [7], îäíàêî ñîâðåìåííûìè êîìïüþòåðíûìè
òåõíîëîãèÿìè îíà ðåøàåìà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15). Ïîêàæåì, ÷òî ëþ-
áóþ çàäà÷ó òåðìîóïðóãîñòè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîì
ñîñòîÿíèè òîãî æå òåëà ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå áåç îáú¼ìíûõ ñèë.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àíàëîãèè ìåæäó çàäà÷åé òåðìîóïðóãîñòè è ïðåäëàãàåìîé íà-
ìè ìîäåëüþ ïó÷åíèÿ çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ íàõîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó
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íàïðÿæåíèÿìè, äåôîðìàöèÿìè è òåìïåðàòóðîé, ÷òî ìû è ïîêàçàëè ðàíåå. Ïðîöåññ
ïó÷åíèÿ òàêæå ñâÿçàí ñ ïðîöåññàìè òåïëîïåðåíîñà â ìàññèâå ãðóíòà, ïðèâîäÿùèìè ê
ïðîìåðçàíèþ ÑÒÑ, è ôàçîâûì ïåðåõîäîì âîäû. Ïðè ýòîì íåèçáåæíî âîçíèêíîâåíèå
è äåéñòâèå âíóòðåííèõ îáú¼ìíûõ ñèë çà ñ÷¼ò îáðàçîâàíèÿ ïîðîâîãî ëüäà. Èìåííî
â ýòîì ìåñòå ïðîñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü óòâåðæäàòü îá àíàëîãèè ýòîãî ïðîöåñ-
ñà ñ ïîâåäåíèåì òåëà ïðè èçìåíåíèè åãî òåìïåðàòóðû. ¾Â íàãðåòîì òåëå âîçíèêàþò
òàêèå æå ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè, êàê è â íåíàãðåòîì òåëå òîé æå ôîðìû è ìà-
òåðèàëà, åñëè íà íåíàãðåòîå òåëî äåéñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå îáú¼ìíûå ñèëû, îïðåäå-
ëÿåìûå âûðàæåíèÿìè (12) è ýêâèâàëåíòíûå ïîâåðõíîñòíûå íàãðóçêè, îïðåäåëÿåìûå
(13) äëÿ òîé ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíû ïîâåðõíîñòíûå íàãðóçêè; íà
÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ, óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé
äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè¿ [14].

Ïîýòîìó äëÿ êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ãðóíòà ââåä¼ì ïîíÿòèå ôóíêöèè ¾ïîòåíöèàëà
ïåðåìåùåíèé ïó÷åíèÿ¿ Ô′ òàêîé, ÷òî

Ux =
∂Ô′

∂x
; Uy =

∂Ô′

∂y
; Uz =

∂Ô′

∂z
. (18)

Âåëè÷èíà Ô′ íåïîñðåäñòâåííî ìåõàíè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò (ïî àíàëîãèè ñ òåð-
ìîóïðóãèì ïîòåíöèàëîì ïåðåìåùåíèé). Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî íàçâàòü äîïîëíèòåëü-
íîé ðàáîòîé [14], åñëè ôóíêöèÿ âèäà U =

∫
σdε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàøòðèõîâàííóþ

ïëîùàäü íà ðèñ. 2, òî Ô′ äîïîëíÿåò å¼ äî ïëîùàäè ñî ñòîðîíàìè σ è ε.

Ðèñ. 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàñòÿæåíèé è äåôîðìàöèé óïðóãîãî òåëà

Fig. 2. The dependence of tensile and deformation of an elastic body

Ðàçâèâàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å ïó÷åíèÿ, ïî àíàëîãèè ñ (14) è (15)
çàïèøåì:

52Ô′ =
1 + µ

1− µ
β∆W (z). (19)

Â (20) êîýôôèöèåíò β îïðåäåëèì êàê êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (ñæà-
òèÿ) ãðóíòà ïðè ïó÷åíèè (îñàäêå) è ïðèäàäèì åìó çíà÷åíèå, ðàâíîå îòíîñèòåëüíîìó
óâåëè÷åíèþ (óìåíüøåíèþ) îáú¼ìà ãðóíòà ïðè èçìåíåíèè åãî ñóììàðíîé âëàæíî-
ñòè íà 1 % ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé äëÿ äàííîãî ìàññèâà. Âõîäÿùàÿ â (20)
ôóíêöèÿ âèäà ∆W = ∆W (z) åñòü ôóíêöèÿ èçìåíåíèÿ âëàæíîñòè ïðîìåðçàþùåãî
(îòòàèâàþùåãî) ãðóíòà çà ñ÷¼ò ìèãðàöèè.
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Åñëè ôóíêöèÿ Ô′ îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì, òî ðåøåíèå çàäà÷è î íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ÷åðåç
ñîñòàâëÿþùèå ïåðåìåùåíèé ïî (19).

Ðàññìîòðèì ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ââåä¼ííîé â âûðàæåíèå (20) ôóíêöèè ∆W (z).
Äåôîðìàöèè ïó÷åíèÿ ïðîÿâëÿþò ñåáÿ ñ íà÷àëà ïðîöåññà êðèñòàëëîîáðàçîâàíèÿ ëüäà
â ãðóíòå îïðåäåë¼ííîé, èëè êðèòè÷åñêîé âëàæíîñòè Wcr [15]. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàñ-
÷¼òîì. Â ïðåäëàãàåìîé íàìè ìîäåëè çà íà÷àëüíóþ âëàæíîñòü òàêæå ïðèíèìàåì çíà-
÷åíèå Wcr, à âåëè÷èíû ∆W (z) áóäåì íàõîäèòü êàê ðàçíîñòè çíà÷åíèé ñóììàðíîé
âëàæíîñòèW (z) íà äàííîé ãëóáèíå ÑÒÑ â îïðåäåë¼ííûé ïåðèîä ïðîìåðçàíèÿ è êðè-
òè÷åñêîé âëàæíîñòè Wcr. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ èç-çà íåîáõîäèìîñòè
îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ìèãðàöèîííîé âëàãè. Â íàøèõ ïðèìåðàõ ðàñ÷¼òîâ, ïðèâå-
äåííûõ äàëåå, ìû èñïîëüçîâàëè äàííûå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
è òåì ñàìûì îáîøëè óêàçàííóþ òðóäíîñòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî â (20) ôóíêöèÿ ∆W (z) ôîðìàëüíî îïèñûâàåò ìàññîîáìåííûå ïðî-
öåññû îáìåíà âëàãè ìåæäó ðàâíûìè ãîðèçîíòàìè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåð èç-
ìåíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ëèøü â íàïðàâëåíèè âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû, â òîì æå
íàïðàâëåíèè áóäåò èìåòü ìåñòî íàëîæåíèå íà ìàññîïåðåíîñ è òåìïåðàòóðíîãî ôàê-
òîðà. Ìû ïîëàãàåì âîçìîæíûì ââåñòè ó÷¼ò òåïëîïåðåíîñà ïðè ïðîìåðçàíèè â äàííîé
ìîäåëè ÷åðåç ïàðàìåòð β. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ãðóíòà
ïðè ïó÷åíèè ìîæíî çàäàâàòü â âèäå êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ëèòîëîãè-
÷åñêèõ ðàçíîñòåé ãðóíòîâ è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðíîãî ãðàäèåíòà, íàïðèìåð
â ñîîòâåòñòâèè ñ èññëåäîâàíèÿìè [20]. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ β, îïðåäåëÿå-
ìûå îïûòíûì ïóò¼ì, â ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷¼òíûå ôîðìóëû, ïðèõîäèì ê ïðîñòîìó
âèäó âûðàæåíèÿ (20) è ïîëó÷àåìûì íà åãî îñíîâå çàâèñèìîñòÿì äëÿ êîìïîíåíò íà-
ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Â äàëüíåéøåì ïàðàìåòðó β áóäåì ïðèäàâàòü îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîìåðçàíèÿ (ïó÷åíèÿ) è îòòàèâàíèÿ (îñàäêè) îäíîãî è òîãî æå òèïà
ãðóíòà, íî èç-çà ðàçíîíàïðàâëåííîñòè â ýòè ñåçîííûå ïåðèîäû ïðîöåññîâ òåïëî- è
ìàññîîáìåíà ó÷¼ò çíàêà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî çíàêó
ôóíêöèè ∆W (z): åñëè ∆W (z) > 0 � èä¼ò ïó÷åíèå; åñëè ∆W (z) < 0 � îñàäêà.

Íàïðÿæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå çà ñ÷åò ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà ïó÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç
ôîðìóë (20) è (17); åñëèW íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò x è y. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå
êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðèíèìàþò âèä:

σxx = −2G
∂2Ô′

∂z2
= −2G

1 + µ

1− µ
β∆W (z) = − Eβ

1− µ
∆W (z); (20)

σyy = σxx = − Eβ

1− µ
∆W (z).

Èç (17) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî σzz = 0.
Âåðòèêàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ εzz ïó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (6) ïðè óñëî-

âèè, ÷òî σzz = 0. Òîãäà, ñ ïîìîùüþ (21)

εzz = − µ
E

(σxx + σyy) + β∆W (z) = − µ
E

(−2Eβ

1− µ
∆W (z)

)
− β∆W (z) =

1 + 3µ

1− µ
β∆W (z).

(21)
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Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî ó÷åñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåéñòâèÿ ñîáñòâåííîãî âåñà:

σγxx = −σγyy = −λγz; (22)

σγzz = −γz,

ãäå λ = µ
1−µ ; γ � óäåëüíûé âåñ [8].

Â èòîãå ñóììàðíûå âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé: 

σÏxx = σxx + σγxx + σtxx
σÏyy = σyy + σγyy + σtyy
σÏzz = σzz + σγzz.

(23)

Èñõîäÿ èç ýòîãî è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (22), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ âåëè÷èíû ïó÷åíèÿ:

hf = −1 + 3µ

1− µ
β

∫ h

0

∆W (z)dz. (24)

Íîðìàëüíàÿ ñèëà ìîðîçíîãî ïó÷åíèÿ, îòíåñ¼ííàÿ ê åäèíèöå ïëîùàäè ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè (íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ), îïðåäåëèòñÿ ìîùíîñòüþ ñëîÿ, ïðî-
ì¼ðçøåãî ïîñëå âûäåëåííîé ïëîñêîñòè:

σH =

∫ h2

h1

σzzdz, (25)

ãäå h1 � ãëóáèíà âûäåëåííîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ ñèëà;
h2 � òåêóùàÿ êîîðäèíàòà ôðîíòà ïðîìåðçàíèÿ.

Óäåëüíûå êàñàòåëüíûå ñèëû ïó÷åíèÿ (ò. å. ñèëû, ñîîòíåñ¼ííûå ñ åäèíèöåé ïëî-
ùàäè, âûäåëåííîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè) âûðàæàþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì êàñàòåëü-
íûõ íàïðÿæåíèé (17) ïî ãëóáèíå ñëîÿ ïðîìåðçàíèÿ:

Txz =

∫ h2

h1

σxzdz (26)

Tyz =

∫ h2

h1

σyzdz,

ãäå 0 6 h1 6 h2.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåìûå ïî (25) âåëè÷èíû ïåðåìåùåíèé è ïî (26), (27) ñè-

ëîâûå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ðàñ÷¼òà ñîáñòâåííî êðèî-
ãåííîãî ïðîöåññà.

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãëóáîêî ïðîìåðçàþùèõ ïîðîä ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðàêòèêå èíæåíåðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ èçûñ-
êàíèé è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîðóæåíèé â óñëîâèÿõ þãà êðèîëèòîçîíû, òàê êàê îí ïîç-
âîëÿåò äàòü äîñòîâåðíóþ ïðîãíîçíóþ îöåíêó ïðîÿâëåíèÿ êðèîãåííûõ ïðîöåññîâ íà
âíîâü îñâàèâàåìûõ òåððèòîðèÿõ, à òàêæå ïðîèçâåñòè èíæåíåðíûå ðàñ÷¼òû âåëè÷èí
óñèëèé è ïåðåìåùåíèé âîçäåéñòâóþùèõ íà ðåàëüíîå ñîîðóæåíèå. Ïðè ýòîì î÷åâèä-

110



Ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, òåõíèêà, òåõíîëîãèÿ

íî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ äåòàëèçàöèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè
äëÿ ðåàëèçàöèè òåðìîóïðóãîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðîùåíèé è ýìïèðè÷åñêèõ
ñîîòíîøåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ Â. Î. Îðëîâûì è äðóãèìè â èçâåñòíûõ ïóáëèêàöè-
ÿõ [10; 12; 15], êîòîðûìè ïîëüçóåòñÿ øèðîêèé êðóã ñïåöèàëèñòîâ â ïðàêòè÷åñêîé è
èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè ïîäòâåðæäåíà ïðèìåðîì ðàñ÷¼òà, óäî-
âëåòâîðÿþùèì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ðåøåíèÿì èíæåíåðíûõ çàäà÷ ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè îáúåêòîâ êàïèòàëüíîãî ñòðîèòåëüñòâà â óñëîâèÿõ þãà êðèîëèòîçî-
íû è â äðóãèõ ðåãèîíàõ ñ ïîäîáíûìè ïðèðîäíûìè óñëîâèÿìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàñ÷¼òà äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ïî-
ðîä â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ çàëåãàíèÿ íà îïûòíîì ïîëèãîíå â ðàéîíå ã. ×èòû [13].

Îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì â ïðåäñòàâëåííîé òåðìîóïðóãîé ìîäåëè êðèîãåííîãî
ïó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå åñòåñòâåííîé âëàæíîñòè ãðóíòîâ â ðåçóëüòàòå å¼ êðèî-
ãåííîé ìèãðàöèè (è ôèëüòðàöèè â ïðè îòòàèâàíèè ñåçîííîì¼ðçëîãî ñëîÿ) â ïîðîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âëàæíîñòè ïîðîä â ïðåäçèìíèé ïåðèîä
WI(z) îò ãëóáèíû ñëî¼â z àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ

WI(z) = 0, 128− 0, 094z + 0, 049z2 − 0, 034z3,

ãäå WI(z) � â äîëÿõ åäèíèöû; z � â ìåòðàõ.
Ê íà÷àëó ïåðèîäà îòòàèâàíèÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âëàæíîñòè ïî ãëóáèíå ïðî-

ì¼ðçøåãî ñëîÿ èìååò âèä:

WIII(z) = 0, 104− 0, 008z + 0, 242z2 − 0, 093z3.

Ôóíêöèÿ èçìåíåíèÿ âëàæíîñòè ∆W (z) ïðîìåðçàþùåé ïîðîäû çà ñ÷¼ò ìèãðàöèè
âëàãè ÷èñëåííî îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆W (z) = WIII(z)−WI(z)∆W (z) = −0, 024− 0, 102z + 0, 193z2 − 0, 059z3.

Âûõîäèì íà âåëè÷èíó ïó÷åíèÿ äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîðîä çà ñåçîí ïðîìåðçàíèÿ
íà îñíîâàíèè

hïó÷ =
1 + 3µ

1− µ
β

∫ h

0

∆W (z)dz =
1 + 3µ

1− µ
β

∫ h

0

(−0, 024− 0, 102z + 0, 193z2 − 0, 059z3)dz.

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè µ = 0, 3; β = 0, 77; E = 100 ÌÏà; z = 2 ì,
ïîëó÷èì:

hïó÷ = −0, 77 · 1, 9
0, 7

(−0, 048− 0, 204 + 0, 515− 0, 236) = 0, 056ì = 5, 6 ñì.

Ôàêòè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì çàìåðîâ íà îïûò-
íîì ïîëèãîíå ñîñòàâèëî 4,4 ñì.

Îïðåäåëèì òàêæå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx; σyy; σzz íà ãëóáèíàõ 0,
1,0 è 2,0 ì:
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à) z = 0;
σxx = σyy = −110 · (−0, 024) = 2, 64 êã/ñì2;

á) z = 1.0;

σxx = σyy = −110 · (−0, 024− 0.102 + 0, 193− 0, 059) = −0, 88 êã/ñì2;

â) z = 2.0;

σxx = σyy = −110 · (−0, 024− 0, 102 · 2 + 0, 193 · 4− 0, 059 · 8) · 0, 77

0, 7
= −7, 92 êã/ñì2.

Çíàê ¾-¿ ó ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé óêàçû-
âàåò íà òî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïó÷åíèÿ ïðîìåðçàþùåãî ìàññèâà íà äàííîì ãîðèçîíòå
ãðóíò ñæàò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðîèñõîäèò ïðè
∆W (z) = 0, ò. å. íà ãîðèçîíòå ïîñòîÿííîé åñòåñòâåííîé âëàæíîñòè ãðóíòà.

Âûâîäû.
1. Ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ìîäåëèðîâàíèè êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ñåçîííî

ì¼ðçëîãî ñëîÿ òîíêîäèñïåðñíîãî ãðóíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè,
îñíîâàííîé íà ïðåäñòàâëåíèè îá àíàëîãèè ïðîöåññà êðèîãåííîãî ïó÷åíèÿ ñ äåôîð-
ìèðîâàíèåì íàãðåâàåìîãî òåëà.

2. Çà îñíîâíîé ôèçè÷åñêèé êðèòåðèé èçìåíåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ïðèíÿòî èçìåíåíèå åñòåñòâåííîé âëàæíîñòè ãðóíòà. Ñâÿçü ýòîãî ïàðàìåò-
ðà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòà îñóùåñò-
âëåíà ÷åðåç ïîòåíöèàë ïåðåìåùåíèé ïó÷åíèÿ Ô.

3. Ó÷¼ò òåïëîïåðåíîñà â ïðåäëîæåííîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöè-
åíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ãðóíòà ïðè ïó÷åíèè.
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Thermoelastic Model of Cryogenic Heaving of Finely Dispersed Soil

Based on the analysis of the results of experimental-theoretical studies of cryogenic heaving
of soils, the possibility of using the theory of thermoelasticity to simulate the stress-strain state
of a seasonally frozen layer of �nely dispersed soil is substantiated. The solution of the problem of
mathematical modeling of cryogenic heaving of soil with known initial and boundary conditions
is presented. The solution is based on the use of the equations of the associated theory of
thermoelasticity. The change in the natural soil moisture is taken as the main physical criterion
for the change in the stress-strain state. The heat transfer in the proposed model is taken into
account through the linear expansion coe�cient of the soil during heaving. The purpose of the
study is to develop a methodology for calculating the magnitude of the forces and displacements
of the soil that a�ect the foundations of structures for various purposes.

Keywords: seasonally thawed soil, cryogenic swelling, stresses, deformations,
thermoelasticity
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