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О решении краевых задач для уравнения Пуассона в плоских областях,
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соединёнными последовательно 1

Рассмотрена задача для оператора Лапласа в квадранте, ограниченном сильно- и
слабопроницаемыми плёнками. Методом свёртывания разложений Фурье решение зада-
чи выражено через решение смешанной задачи в данном квадранте с классическими
граничными условиями первого и второго рода. Показано, что методом конформных
отображений можно расширить класс областей, ограниченных системой сильно- и сла-
бопроницаемых плёнок.
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conditions of the first and second kind. It is shown that the method of conformal mappings
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В связи с широким применением композитных материалов с нанопокрытиями большой ин-
терес имеют аналитические методы решения краевых задач в областях, ограниченных сильно- и
слабопроницаемыми плёнками и их комбинациями.

Рассмотрим для функции u(x, y) в квадранте D(x > 0, y > 0) задачу со смешанными гранич-
ными условиями вида

∆u = 0, (x, y) ∈ D, (1)

B∂xu− u|x=0 = ϕ(y), A∂2yu− ∂yu|y=0 = ψ(x), (2)

u(x, y) = O(1), x2 + y2 → ∞, (3)

1Работа выполнена в рамках Государственного задания вузу Министерства образования и науки Российской Фе-
дерации (проект 2014/255 НИР 2603.14).

2The work is performed within the State Task for the Higher Institution of the Ministry of Education and Science of the
Russian Federation (project 2014/255 NIR 2603.14).
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где x, y – декартовы координаты, ∂nx = ∂n/∂xn, ϕ(y) ∈ C1(R+), ψ(x) ∈ C1(R+). Граничные условия
(2) соответствуют условиям на слабопроницаемой плёнке x = 0 с параметром B > 0 и на сильно
проницаемой плёнке y = 0 с параметром A > 0 [1; 2]. Здесь сначала рассматривается уравнение
Лапласа (1).

Методом свёртывания разложений Фурье [3; 4] выразим решение задачи (1)–(3) через решение
смешанной задачи в квадранте D с классическими граничными условиями первого и второго рода:

∆f = 0, f|x=0 = ϕ0(y), ∂yf|y=0 = ψ0(x), (4)

где f(x, y) = O(1) при x2 + y2 → ∞, граничные функции ϕ0(y), ψ0(x) определены ниже (см. (22)).
Для вывода общих формул рассмотрим две вспомогательные задачи в полуплоскости D1(x >

0, y ∈ R) с граничным условием на слабопроницаемой плёнке и с условием Дирихле соответственно
вида

∆u1 = 0, B∂xu1 − u1|x=0 = ϕ1(y), (5)

и
∆f1 = 0, f1|x=0 = ϕ1(y), (6)

где ϕ1(y) ∈ C(R). Выразим решение задачи (5) через решение задачи Дирихле (6).
Предположим сначала, что граничная функция ϕ1(y) (5), (6) разлагается в интеграл Фурье:

ϕ1(y) =

∞
∫

0

g dλ, g(y, λ) = g1 sinλy + g2 cosλy, (7)

где gi(λ) – коэффициенты Фурье функции ϕ1(y). Отсюда, решая задачу Дирихле (6) методом Фурье,
получим

f1(x, y) =

∞
∫

0

e−λx
g dλ, x ≥ 0. (8)

Представляя решение уравнения (5) в виде

u1(x, y) =

∞
∫

0

a e−λx
g dλ, x ≥ 0, (9)

из граничного условия (5) с учётом разложения (7) найдём

a = − γ1
λ+ γ1

, γ1 =
1

B
> 0, (10)

при этом функция (9) примет вид

u1(x, y) = − 1

B

∞
∫

0

e−λx
g

λ+ γ1
dλ, x ≥ 0. (11)

Из разложения функции f1(x, y) (8) следует формула

∞
∫

0

e−γ1tf1(x+ t, y) dt =

∞
∫

0

e−λx
g

λ+ γ1
dλ, x ≥ 0.
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Отсюда функция u1(x, y) (11) выражается через решение задачи Дирихле (6) без разложений Фурье:

u1(x, y) = − 1

B

∞
∫

0

e−γ1tf1(x + t, y) dt. (12)

Непосредственно проверяется, что функция (12) является решением задачи (5) при достаточно
слабом условии на бесконечности вида

|f1(x, y)| = O(eαx), x→ +∞, 0 < α < γ1.

Аналогично рассмотрим две задачи в верхней полуплоскости D2(x ∈ R, y > 0) с граничным
условием на сильно проницаемой плёнке и условием Неймана соответственно вида

∆u2 = 0, A∂2yu2 − ∂yu2|y=0 = ψ2(x) (13)

и
∆f2 = 0, ∂yf2|y=0 = ψ2(x), (14)

где ψ2(x) ∈ C(R). Выразим решение задачи (13) через решение задачи Неймана (14). Пусть решение
задачи Неймана (14) является известной функцией f2(x, y). Предположим сначала, что функция
f2(x, 0) разлагается в интеграл Фурье:

f2(x, 0) =

∞
∫

0

h dλ, h(x, λ) = h1 sinλx+ h2 cosλx, (15)

где hi(λ) – коэффициенты Фурье функции f2(x, 0). Отсюда функция f2(x, y) при y ≥ 0 представима
в виде

f2(x, y) =

∞
∫

0

e−λyh dλ, y ≥ 0 (16)

(здесь левая и правая части являются решением задачи Дирихле в полуплоскости y > 0 с граничной
функцией f2(x, 0)).

Представим решение задачи (13) в виде

u2(x, y) = −f2(x, y) +
∞
∫

0

b e−λyh dλ, y ≥ 0, (17)

где h(x, λ) имеет вид (15), при этом функция u(x, y) удовлетворяет уравнению (13). Из граничного
условия (13) с учётом разложения (16) и граничного условия для функции f2(x, y) (14) (после
сокращения ψ2(x))найдём:

b = 1− γ2
λ+ γ2

, γ2 =
1

A
> 0. (18)

Отсюда, сокращая в формуле (17) функцию f2(x, y) (16), решение (17) задачи (13) приведём к виду

u2(x, y) = − 1

A

∞
∫

0

e−λyh

λ+ γ2
dλ, y ≥ 0. (19)
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Из разложения функции f2(x, y) (16) следует формула

∞
∫

0

e−γ2τf2(x, y + τ) dτ =

∞
∫

0

e−λyh

λ+ γ2
dλ, y ≥ 0.

Отсюда функция u2(x, y) (19) непосредственно выражается через решение f2(x, y) задачи Неймана
(14) в виде

u2(x, y) = − 1

A

∞
∫

0

e−γ2τf2(x, y + τ) dτ, (20)

при этом функция f2(x, y) должна удовлетворять условию

|f2(x, y)| = O(eβy), y → +∞, 0 < β < γ2.

Отметим, что полученные формулы (12), (20) имеют самостоятельный интерес и выражают
решения задач (5), (13) в полуплоскости с плёнками через решения аналогичных классических
задач без плёнок (6), (14) с сохранением граничных функций. При этом правые части формул (12),
(20) представляют собой операторы, действующие на соответствующую функцию fi(x, y) по одной
переменной (другая переменная остаётся свободной).

Представим решение исходной задачи (1)-(3) в виде композиции операторов (12) и (20):

u(x, y) =
1

AB

∞
∫

0

∞
∫

0

e−γ1t−γ2τf(x+ t, y + τ) dt dτ, (21)

где f(x, y) – решение классической задачи (4) с некоторыми граничными функциями ϕ0(y), ψ0(x),
подлежащими определению. Из граничного условия (2) при x = 0 с помощью интегрирования по
частям первого интеграла по t для функции ϕ0(y) получим интегральное уравнение

−
∞
∫

0

e−γ2τϕ0(y + τ) dτ = Aϕ(y),

решение которого находим посредством замены переменной ξ = y + τ и дифференцирования по y
в виде ϕ0(y) = Aϕ′(y) − ϕ(y). Аналогично из граничного условия (2) при y = 0 получаем ψ0(x) =
Bψ′(x) − ψ(x).

Теорема. Если функция f(x, y) является решением задачи (4), где

ϕ0(y) = Aϕ′(y)− ϕ(y), ψ0(x) = Bψ′(x) − ψ(x), (22)

и f(x, y) удовлетворяет вместе с производными до второго порядка условию

|f(x, y)| = O(eδ1x+δ2y), x2 + y2 → ∞,

то функция u(x, y) (21) является решением задачи (1)–(3), где 0 < δi < γi, γi > 0 имеют вид (10),
(18).

Утверждение теоремы проверяется непосредственно.
Отметим, что решение f(x, y) классической задачи (4) строится по формуле Грина (функция

Грина находится методом отражения [5]):
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f(x, y) =
1

2π

∞
∫

0

ψ0(ξ) ln
(ξ − x)2 + y2

(ξ + x)2 + y2
dξ +

x

π

∞
∫

0

ϕ0(η)

[

1

x2 + (η − y)2
+

1

x2 + (η + y)2

]

dη.

Решение задачи в квадранте D(x > 0, y > 0), ограниченном плёнками, для уравнения Пуассона:

∆w = H(x, y),

B∂xw − w|x=0 = Φ(y), A∂2yw − ∂yw|y=0 = Ψ(x)

имеет вид w = u+ v, где v(x, y) – решение классической задачи в квадранте D без пленок вида

∆v = H(x, y), v|x=0 = 0, ∂yv|y=0 = 0, (23)

а u(x, y) – решение рассмотренной задачи (1)–(3) с граничными функциями ϕ(y) = Φ(y)−B∂xv(0, y),
ψ(x) = Ψ(x)−A∂2yv(x, 0), при этом решение задачи (23) имеет вид:

v(x, y) =
1

4π

∞
∫

0

∞
∫

0

H(ξ, η) ln
[(ξ − x)2 + (η − y)2][(ξ − x)2 + (η + y)2]

[(ξ + x)2 + (η − y)2][(ξ + x)2 + (η + y)2]
dξdη.

Посредством аналитической функции ζ = z2 (ζ = ξ+ iη, z = x+ iy), конформно отображающей
квадрант D(x > 0, y > 0) на полуплоскость G(ξ ∈ R, η > 0), по формуле (21) строится решение
задачи (1)–(3) в полуплоскости G, ограниченной последовательно соединенными сильно- и слабо-
проницаемыми плёнками η = 0 соответственно при ξ > 0 и ξ < 0, где переменные x, y являются
параболическими координатами плоскости ζ. На основании решения последней задачи с помощью
дробно-линейных конформных отображений можно строить решения краевых задач в областях,
ограниченных прямыми и окружностями, состоящими из последовательно соединённых сильно- и
слабопроницаемых плёнок в виде отрезков, лучей и дуг окружностей.
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