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О решении задачи Дирихле в кусочно-однородной полосе с двухслойным
плёночным включением

Рассмотрена задача Дирихле для уравнения Лапласа в кусочно-однородной поло-
се D(x ∈ R) = D1(x < 0) ∪ D2(x > 0), 0 < y < π проницаемости ki в Di. Области
Di разделены бесконечно тонкой двухслойной плёнкой, состоящей из сильно и слабо-
проницаемых прослоек. Решение задачи выражено через решение классической задачи
Дирихле в однородной полосе без плёнки.
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On the Solution of the Dirichlet Problem in a Piecewise Homogeneous Band
with the Two-layer Film Inclusion

Consider the Dirichlet problem for the Laplace equation in a piecewise homogeneous band
D(x ∈ R) = D1(x < 0) ∪D2(x > 0), 0 < y < π of permeability ki in the Di. Regions Di are
separated by an infinitely thin two-layer film x = 0consisting of a hard and low permeability
layers. Solution of the problem is expressed in terms of the classical solution of the Dirichlet
problem in a homogeneous band without film.
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В современных условиях широкое применение находят композитные материалы, содержащие
плёночные включения. Поэтому большой интерес имеет исследование процессов тепломассопере-
носа в средах с многослойными плёнками. При решении задач с пленочными включениями, как
правило, рассматриваются однослойные плёнки [1–3].

Рассмотрим в кусочно-однородной полосе D(x ∈ R, 0 < y < π), состоящей из двух полуполос
D1(x < 0, 0 < y < π) и D2(x > 0, 0 < y < π) для функций ui(x, y) в Di задачу:

∆ui = 0, u1|y=π = 0, u2|y=π = f(x), u1,2|y=0 = 0, (1)

x = 0 : u2 − u1 = Bk2∂xu2, k2∂xu2 − k1∂xu1 = A∂2xu1, (2)

где B, A – положительные постоянные, f(x) – заданная функция, ∆u – оператор Лапласа, по-

стоянные ki > 0 характеризуют проницаемость соответствующей зоны Di, ∂y = ∂/∂y, граничная
функция f(x) удовлетворяет условиям:

f(x) ∈ C(x ≥ 0), |f(x, y)| = O(1), x→ ∞.
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Обобщённые условия сопряжения (2) соответствуют условиям на двухслойной плёнке x = 0, состо-
ящей из сильно проницаемой прослойки x = −0 и слабопроницаемой прослойки x = +0 с парамет-
рами соответственно A и B [4]. В данном случае граничное условие неоднородно только на луче
y = π, x > 0, что не умаляет общности, т.к. в случаях неоднородных условий на других лучах,
составляющих границу D, задача решается аналогично, а в общем случае – как сумма решений
указанных задач.

Выразим решение задачи (1), (2) через решение аналогичной классической задачи Дирих-
ле в однородной полосе D без плёнки. Представим решение задачи (1), (2) при (A − Bk1k2)

2 >
4ABk22 , (A− Bk1k2)

2 < 4ABk22 и (A − Bk1k2)
2 = 4ABk22 соответственно в виде (см. формулы (12)–

(18) в работе автора [4]):

u1 =
2k2√
T

∞
∫

0

v(x− t, y)
(

e−γ1t − e−γ2t
)

dt, (3)

u2 = v(x, y) + v(−x, y)−

− 2√
T

∞
∫

0

v(−x− t, y)
[

(k1 −Aγ1)e
−γ1t − (k1 −Aγ2)e

−γ2t
]

dt; (4)

u1 =
4k2√
−T

∞
∫

0

v(x − t, y)e−αt sinβt dt, (5)

u2 = v(x, y) + v(−x, y)−

− 4√
−T

∞
∫

0

v(−x− t, y)e−αt[(k1 −Aα) sin βt+Aβ cosβt] dt (6)

и

u1 =
2

AB

∞
∫

0

v(x − t, y)e−αtt dt, (7)

u2 = v(x, y) + v(−x, y)− 2

ABk2

∞
∫

0

v(−x− t, y)e−αt[(k1 −Aα)t+A] dt, (8)

где

γi =
A+Bk1k2 + (−1)i

√
T

2ABk2
, T = (A−Bk1k2)

2 − 4ABk22 ,

α =
A+Bk1k2
2ABk2

, β =

√
−T

2ABk2
.

Решения (3)–(8) получены с помощью метода свёртывания разложений Фурье [5; 6]. Функции
(3)–(8) представляют собой операторы, действующие на функцию v(x, y) по одной переменной x,
при этом переменная y является свободной (параметром). Аргументы слагаемых в формулах (3)–(8),
кроме первого слагаемого вида v(x, y) у функции u2(x, y), принадлежат области, где условия задачи
однородны, что проверяется непосредственно. Отсюда для функции v(x, y) получим аналогичную
задачу Дирихле в однородной полосе D с сохранением граничной функции:

∆v = 0, 0 < y < π, (9)

v|y=0 = 0, v|y=π =

{

0, x < 0

f(x), x > 0
. (10)
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Решение последней задачи построим методом функции Грина. Для нахождения функции Грина с

помощью аналитической функции ζ = ez (ζ = ξ + iη, z = x+ iy) конформно отобразим полосу D в
полуплоскость D0(ξ ∈ R, η > 0). При этом

ξ = ρ cosϕ = ex cos y, η = ρ sinϕ = ex sin y, (11)

где ρ, ϕ – полярные координаты плоскости ζ. Отсюда в переменных ξ, η функция Грина в полуплос-

кости D0 строится методом отражения особой точки и имеет вид:

G =
1

4π
ln

(ξ − ξ0)
2 + (η − η0)

2

(ξ − ξ0)2 + (η + η0)2

или в переменных x, y (11)

G =
1

4π
ln

ch(x− x0)− cos(y − y0)

ch(x− x0)− cos(y + y0)
.

Тогда решение задачи (9), (10) строится по формуле Грина:

v(x, y) =
sin y

2π

∞
∫

0

f(t) dt

ch(t− x) + cos y
. (12)

Таким образом, решение исходной задачи (1), (2) строится по формулам (3)-(8), (12).
Пусть граничная функция имеет вид:

f(x) =

{

ci, x ∈ (xi, xi+1)

0, x /∈ (xi, xi+1)
(13)

при фиксированном i, где xi > 0. Тогда решение (12) задачи (9), (10) для граничной функции (13)
строится в конечном виде:

v(x, y) =
ci
π

(

arctg
exi+1−x + cos y

sin y
− arctg

exi−x + cos y

sin y

)

. (14)

Функциями (13) можно аппроксимировать произвольную непрерывную граничную функцию f(x)
с заданной точностью. При этом решение задачи (9), (10) имеет вид суммы функций (14):

v(x, y) =
n
∑

i=1

ci
π

(

arctg
exi+1−x + cos y

sin y
− arctg

exi−x + cos y

sin y

)

. (15)

Отметим, что для функции v(x, y) (15) решение (3)–(8) исходной задачи (1), (2) сводится к вычис-

лению интегралов вида:
∫

dr

(r − c)γi(r2 + s2)
,

где c = cos y, s = sin y. При этом указанные интегралы для целых γi вычисляются в элементарных

функциях.
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