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О решении краевых задач для уравнения Пуассона в
кусочно-однородных областях, ограниченных параболами1

Рассмотрены краевые задачи для уравнения Пуассона в кусочно-однородных неограни-
ченных и ограниченных областях с границами в виде парабол. Методом свёртывания разло-
жений Фурье выведены формулы, выражающие решения указанных задач через решения
классических задач в однородной полуплоскости или полуполосе. Построены фундамен-
тальные решения в кусочно-однородных областях с параболическими границами в явном
виде без квадратур.
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Введение. В связи с бурным развитием техники и широким применением компо-
зитных материалов большой интерес имеют краевые задачи, описывающие процессы
тепломассопереноса в кусочно-однородных областях с криволинейными границами.
Указанные задачи, как правило, решаются приближённо численными (сеточными)
методами [2; 3; 6]. В работе [9] решены обратные задачи с неизвестными граничными
условиями для определённого класса криволинейных областей.

Одним из эффективных аналитических методов решения нестандартных крае-
вых задач является метод свёртывания разложений Фурье [7; 8], который позволяет
строить точные явные решения задач в областях сложной структуры. В статьях [4; 5]
указанным методом решены некоторые задачи в параболических областях для урав-
нения Лапласа. В данной статье выведены формулы, дающие решения серии (в том
числе смешанных) краевых задач для уравнения Пуассона в кусочно-однородных
неограниченных и ограниченных областях с параболическими границами.

1. Задача Дирихле в неограниченной области с параболической грани-
цей. Рассмотрим на комплексной плоскости z = x+ iy задачу Дирихле в области D,
ограниченной параболой x = (2b)−2y2−b2 (точка (0, 0) ∈ D), когда область D состоит
из двух однородных зон D1 = D ∩ (y < 0) и D2 = D ∩ (y > 0) проницаемости kj в Dj.
Для функций uj(x, y) в Dj задача имеет вид

1Работа выполнена в рамках гранта № 250-ГР Совета по научной и инновационной деятельности
ЗабГУ.
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∂xxu1 + ∂yyu1 = 0, ∂xxu2 + ∂yyu2 = H(x, y), (1)

u1|x=(2b)−2y2−b2, y<0 = 0 u2|x=(2b)−2y2−b2, y>0 = h(y), (2)

y = 0 : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (3)

где ∂y = ∂/∂y, ∂xx = ∂2/∂x2, H(x, y) и h(y) – заданные функции (ограничения на эти
функции даны ниже в теореме), условия сопряжения (3) выражают непрерывность
искомой функции (потенциала) и нормальной скорости на линии y = 0 разрыва про-
ницаемости. Условия задачи (1), (2) однородны в зоне D1, что не умаляет общности,
т. к. при неоднородных условиях в зоне D2 задача решается аналогично, а в общем
случае решение задачи имеет вид суммы решений указанных задач. В частности,
задача (1)–(3) описывает установившиеся процессы тепломассопереноса в кусочно-
однородной областиD при заданных источниках (стоках) вD2 и граничных условиях
(2).

Рассмотрим на вспомогательной плоскости ζ = ξ + iη полосу G = (ξ ∈ R)× (0 <
η < b), состоящую из двух полуполос G1 = (ξ < 0) × (0 < η < b) и G2 = (ξ >
0)× (0 < η < b). Посредством функции z = ζ2 полоса G конформно отображается на
область D плоскости z = x+ iy с разрезом s(x > 0, y = 0), при этом полуполосы Gj

отображаются на зоны Dj, где

x = ξ2 − η2, y = 2ξη, −∞ < ξ <∞, 0 < η < b.

Обратное отображение имеет вид

ξ = sign(y)

√√
x2 + y2 + x

2
, η =

√√
x2 + y2 − x

2
, (4)

где sign(±0) = ±1. На основной плоскости z переменные ξ, η являются параболи-
ческими координатами. Отсюда с учётом ∂yuj = [2(ξ2 + η2)]−1(η∂ξuj + ξ∂ηuj) задача
(1)–(3) для функций uj(ξ, η) в Gj примет вид

∂ξξu1 + ∂ηηu1 = 0, ∂ξξu2 + ∂ηηu2 = H1(ξ, η), (5)

u1|η=b, ξ<0 = 0, u2|η=b, ξ>0 = h1(ξ), (6)

u2(ξ, 0) = u1(−ξ, 0), k2∂ηu2(ξ, 0) = −k1∂ηu1(−ξ, 0), ξ > 0, (7)

ξ = 0 : u1 = u2, k1∂ξu1 = k2∂ξu2, 0 < η < b, (8)
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где H1(ξ, η) = 4(ξ2 + η2)H(ξ2 − η2, 2ξη), h1(ξ) = h(2bξ), при этом участки (ξ = 0, 0 <
η < b) и (η = 0, ξ = ±

√
x) границ зон Gj отображаются соответственно на участки

(y = 0, −b2 < x < 0) и (y = 0, x > 0) линии разрыва проницаемости. В силу условий
(7) разрезом s(x > 0, y = 0) на плоскости z можно пренебречь.

Представим решение задачи (5)–(8) в виде функций, тождественно удовлетворя-
ющих условиям сопряжения (8)

u1(ξ, η) =
2k2

k1 + k2
F (ξ, η), ξ < 0, (9)

u2(ξ, η) = F (ξ, η) +
k2 − k1
k1 + k2

F (−ξ, η), ξ > 0, (10)

где F (ξ, η) ∈ C2(G). Из условий (5)–(7) для функции F (ξ, η) получим задачу в одно-
родной полосе G = (ξ ∈ R)× (0 < η < b)

∂ξξF + ∂ηηF =

{
0, ξ < 0,

H1(ξ, η), ξ > 0,
F|η=b =

{
0, ξ < 0,

h1(ξ), ξ > 0,
(11)

F (ξ, 0) = F (−ξ, 0), ∂ηF (ξ, 0) = −∂ηF (−ξ, 0), ξ > 0. (12)

Методом свёртывания разложений Фурье [7; 8] выразим решение задачи (11), (12) в
полосе G = (ξ ∈ R)× (0 < η < b) через решение f(ξ, η) классической задачи Дирихле
в полуплоскости P = (ξ ∈ R)× (−∞ < η < b)

∂ξξf + ∂ηηf =

{
0, (ξ, η) ∈ P \G2,

H1(ξ, η), (ξ, η) ∈ G2,
f|η=b =

{
0, ξ < 0,

h1(ξ), ξ > 0.
(13)

Отметим, что решение задачи (13) строится в квадратурах [1, с. 164]

f(ξ, η) =
1

4π

∞∫
0

dζ

b∫
0

H1(ζ, τ) ln
(ξ − ζ)2 + (η − τ)2

(ξ − ζ)2 + (η + τ)2
dτ+

+
η − b
π

∞∫
0

h1(ζ)dζ

(ξ − ζ)2 + (η − b)2
. (14)

Для вывода общей формулы предположим сначала, что в задачах (11) и (13)
H1 = 0 и функция h1(ξ) разлагается в интеграл Фурье
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h1(ξ) =

∞∫
0

[f1(λ) sinλξ + f2(λ) cosλξ]dλ, (15)

где (
f1(λ)
f2(λ)

)
=

1

π

∞∫
0

h1(ζ)

(
sinλζ
cosλζ

)
dζ

(в окончательной формуле (18) данные предположения несущественны). Отсюда с
помощью метода Фурье решение задачи (13) строится в виде

f(ξ, η) =

∞∫
0

eλ(η−b)[f1(λ) sinλξ + f2(λ) cosλξ]dλ, −∞ < η < b. (16)

Представим решение задачи (11), (12) в виде

F (ξ, η) =

∞∫
0

[a1(λ) shλη sinλξ + a2(λ) chλη cosλξ]dλ, (17)

где a1,2(λ) – искомые функции. Отсюда функция (17) удовлетворяет уравнению Ла-
пласа (11) (H1 = 0) и условиям сопряжения (12). Из граничного условия (11) с учётом
(15) найдём

a1(λ) =
f1(λ)

shλb
, a2(λ) =

f2(λ)

chλb
.

Раскладывая последние дроби в геометрические прогрессии, получим

1

shλb
=

2e−λb

1− q
= 2

∞∑
n=0

e−λb(2n+1),
1

chλb
=

2e−λb

1 + q
= 2

∞∑
n=0

(−1)ne−λb(2n+1),

где q = e−2λb, |q| < 1 при 0 < λ <∞. Отсюда функция (17) примет вид

F (ξ, η) =
∞∑
n=0

(−1)n
∞∫
0

{
eλ(η−2bn−b)[(−1)nf1(λ) sinλξ + f2(λ) cosλξ]+

+e−λ(η+2bn+b)[(−1)n+1f1(λ) sinλξ + f2(λ) cosλξ]
}
dλ, 0 < η < b.
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Используя разложение (16), выразим функцию F (ξ, η) непосредственно через задан-
ную функцию (14) (без разложений Фурье, т. е. без сильных осцилляций)

F (ξ, η) =
∞∑
n=0

(−1)n[f((−1)nξ, η − 2bn) + f((−1)n+1ξ,−η − 2bn)]. (18)

Теорема. Если задача Дирихле (13) для функций H1(ξ, η) и h1(ξ) (5), (6) кор-
ректна и при η → −∞ (η < const < b) её решение f(ξ, η) стремится к нулю моно-
тонно и равномерно по ξ ∈ R, то решение задачи (5)–(8) строится по формулам
(9), (10), (18), где ξ, η имеют вид (4).

Для доказательства теоремы достаточно показать, что функция F (ξ, η) (18) удо-
влетворяет условиям задачи (11), (12) (при H1 6= 0). В условиях теоремы знакоче-
редующийся ряд (18) (или его остаток) сходится равномерно и допускает диффе-
ренцирование необходимое число раз. Первое слагаемое ряда (18) равно f(ξ, η) и
удовлетворяет уравнению Пуассона (13). Аргументы каждой функции f(±ξ, ηn) в
остальных слагаемых (18) лежат в области, где эти функции удовлетворяют уравне-
нию Лапласа (13). Отсюда функция (18) удовлетворяет уравнению Пуассона (11).

При η = b каждое второе слагаемое в квадратных скобках (18) взаимно уничто-
жается с первым слагаемым следующей квадратной скобки, при этом в (18) остаётся
лишь первое слагаемое f(ξ, η), т. е. граничное условие (11) (в силу граничного усло-
вия (13)) выполняется.

При η = 0 выражение в каждой квадратной скобке (18) удовлетворяет условиям
сопряжения (12). Отсюда решение задачи (5)–(8) строится по формулам (9), (10),
(18). Теорема доказана.

Отметим, что условия теоремы выполняются для широкого класса ограниченных
функций h1(ξ) и функций H1(ξ, η), равных нулю в окрестности ∞.

В качестве примера построим фундаментальное решение задачи (5)–(8), модели-
рующее источник в точке (ξ0, η0), при однородных граничных условиях (6) (h1 = 0).
Решение соответствующей задачи (13) имеет конечный вид

f(ξ, η) =
1

4π
ln

(ξ − ξ0)2 + (η − η0)2

(ξ − ξ0)2 + (η + η0 − 2b)2
, ξ0 > 0, 0 < η0 < b.

Отсюда решение исходной задачи (1)–(3) в кусочно-однородной области D, ограни-
ченной параболой, строится без квадратур по формулам (18), (9), (10), где перемен-
ные ξ, η имеют вид (4).

Отметим, что функция (18) имеет также самостоятельный интерес, т. к. на плос-
кости (x, y) она является решением задачи Дирихле в однородной (при k1 = k2)
области D, ограниченной параболой.

2. Краевые задачи в ограниченных областях с параболическими грани-
цами. Полученные формулы (9), (10), (18) дают решение серии краевых задач вида
(1)–(3) при дополнительных граничных условиях

M [u1]|x=a2−(2a)−2y2, y<0 = 0, M [u2]|x=a2−(2a)−2y2, y>0 = g(y), (19)
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где M – оператор граничных условий первого или второго рода (т. е. M [u] = u
или M [u] = ∂u/∂ν – производная по внешней нормали). В данном случае кусочно-
однородная область D ограничена двумя параболами x = (2b)−2y2 − b2 и x = a2 −
(2a)−2y2. В параболических координатах ξ, η (4) для функций uj(ξ, η) в Gj задачи
имеют вид (5)–(8)

N [u1]|ξ=−a = 0, N [u2]|ξ=a = g1(η), 0 < η < b, (20)

где G1 = (−a < ξ < 0)× (0 < η < b), G2 = (0 < ξ < a)× (0 < η < b) – прямоугольники
на плоскости ζ, операторам M (19) соответствуют операторы N [u] = u или N [u] =
∂ξu, при этом g1(η) = g(2aη) (или g1(η) = 2

√
a2 + η2g(2aη)) для N [u] = u (или N [u] =

∂ξu).
Решения задач (5)–(8), (20) строятся по формулам (9), (10), (18), где f(ξ, η) –

решение задачи в однородной полуполосе P = (−a < ξ < a)× (−∞ < η < b)

∂ξξf + ∂ηηf =

{
0, (ξ, η) ∈ P \G2,

H1(ξ, η), (ξ, η) ∈ G2,
f|η=b =

{
0, −a < ξ < 0,

h1(ξ), 0 < ξ < a,

N [f ]|ξ=−a,−∞<η<b = 0, N [f ]|ξ=a =

{
0, −∞ < η < 0,

g1(η), 0 < η < b.
(21)

Действительно, выполнение условий (5)–(8) для функций (9), (10), (18) доказано
в теореме. Граничные условия (20) для функций (9), (10), (18) также выполняются,
т. к. аргументы каждой функции f(±ξ, ηn) во всех слагаемых (18), кроме первого,
лежат в области, где эти функции удовлетворяют однородным граничным условиям
(21). Первый член ряда (18) равен f(ξ, η). Отсюда в силу (21) для функций (9), (10)
имеем N [u1]|ξ=−a = 0, N [u2]|ξ=a = g1(η) при 0 < η < b.

В частности, фундаментальное решение задачи (5)–(8), (20) с особой точкой ξ0, η0
при a = π/2, h1 = g1 = 0, N [u] = u строится без квадратур по формулам (9), (10),
(18) где

f(ξ, η) =
1

4π

[
ln

ch(η − η0)− cos(ξ − ξ0)
ch(η − η0)− cos(ξ + ξ0 − π)

−

− ln
ch(η + η0 − 2b)− cos(ξ − ξ0)

ch(η + η0 − 2b)− cos(ξ + ξ0 − π)

]
, 0 < ξ0 <

π

2
, 0 < η0 < b.

Таким образом, решение рассмотренных задач в кусочно-однородных областях,
ограниченных параболами, сводится к решению классических задач в однородных
областях с прямолинейными границами, которые решаются стандартными методами.
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On the Solution of Boundary Value Problems for the Poisson Equation in
Piecewise Homogeneous Domains Bounded by Parabolas1

The boundary value problems for the Poisson equation in piecewise homogeneous unbounded
and bounded domains with parabolic boundaries are considered. Using the method of convolution
of Fourier expansions, we derive formulas expressing solutions of the problems through solutions
of classical problems in a homogeneous half-plane or half-strip. Fundamental solutions are
constructed in piecewise homogeneous domains with parabolic boundaries in explicit form
without quadratures.

Keywords: boundary value problems in domains with curvilinear faces, conjugation
conditions, method of convolution of Fourier expansions
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