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ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. 
АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

PROBLEMS OF MATHEMATICAL PHYSICS. 
ANALYTICAL METHODS

УД К  532.546
DOI: 10.21209/2308-8761-2018-13-4-6-10

Решение задачи фильтрации жидкости под точечной плотиной 
в двухслойной полуплоскости

Рассмотрена первая краевая задача для уравнения Лапласа в полуплоскости с усло­
виями сопряжения на горизонталвной линии для кусочно-постоянной граничной функции. 
Задача моделирует филвтрацию жидкости под точечной плотиной в двухслойной полуплос­
кости. Решение задачи получено в однократных квадратурах.

Ключевые слова: краевые задачи в кусочно-однородной полуплоскости, условия со­
пряжения, филвтрация жидкости под плотиной

Рассмотрим в вертикальной плоскости с декартовыми координатами х ,у  филь­
трацию жидкости под точечной плотиной. Пусть ось х расположена вдоль линии 
бьефов (х < 0 -  верхний бьеф, х > 0 -  нижний бьеф) и областью фильтрации явля­
ется нижняя полуплоскость D =  (х Е R) х (—оо < у < 0), состоящая из двух слоёв 
D\ =  (х Е R) х (—оо < у < —I) и D2 =  (ж Е R) х (—I < у < 0) с различной постоянной 
проницаемостью кг в Di- Отсюда, отсчитывая давление от давления в нижнем бьефе, 
для потенциалов щ (х,у ) в Di получим задачу [2]

Ирина Анатольевна Ефимова,
кандидат физико-математических наук, доцент, 
Забайкальский институт предпринимательства 
(672086, Россия, г. Чита, ул. Ленинградская, 16),

e-mail: yefimova79@yandex.ru

х < О 
х > О (1)

у =  —I : U\ =  щ, kidyUi =  kfidyU?, (2)

6 ©  Ефимова И. А ., 2018
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где ду =  д/ду, дхх =  д2/дх2, р > 0 -  постоянная.
Задача (1), (2) является задачей сопряжения с кусочно-постоянной граничной 

функцией (1), которая не разлагается в интеграл Фурве, т.е. здесв классический 
метод Фурве неприменим.

Для решения задачи (1), (2) рассмотрим для функции f ( x ,y ) вспомогателвную 
задачу, которая также имеет практический интерес и описвшает филвтрацию жид­
кости под точечной плотиной в однородной области D, т.е. при к\ =  к2:

dxxf  +  dyyf  =  0, f\y=0 =  {  Р’ Х < (3)
10, х > 0.

Методом функции Грина [1, с. 162] решение задачи (3) получим в элементарнвгх 
функциях

/(*,!/) = - - a x c t g - - | .  (4)7Г у 2

Представим решение исходной задачи (1), (2) в виде

ui(x,y) =  f (x ,y )  + v 1(x,y), - о о  < у < - 1 ,  (5)

щ(х,у) =  f ( x , y ) + v 2(x,y), - 1 < у <  0, (6)

где функция f ( x ,y ) имеет вид (4). Отсюда для функций V i ( x , y ) в зонах получим 
задачу с неоднороднвши условиями сопряжения

dxxVi +  dyyVi =  0, v2\y=o =  0, (7)

У =  —I '■ Vi  =  v2, h d y V i -k 2dyv2 =  (к2 - ki)dyf ( x , - l ) ,  (8)

где
9yf(x , - 1)

px
7Г(Х2 +  l2) (9)

При этом функция (9) является нечётной и dyf(x , —I) —> 0 при х —> ±оо. Отсюда 
функция (9) разлагается в интеграл Фурве по синусам [4, с. 529] с коэффициентами 
Фурье /ДА):

dyf(x,
ООJ g(x,X)d\, g(x, А) =  /ДА) sin Аж, 

о
(10)

7



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

где с учётом (9) и формулы 2.5.9 (9) [3, с. 395] получим
СО

/ i (Л) =  — [  dyf(t, — 1) sin At dt =  — e~xl. (11)
7Г J 7Г

0

Представим функции Vi(x,y) также в виде разложений Фурве

СО

vi(x,y) =  j ai(X)ex<'y+l  ̂д(х, Л) dX, —оо < у < —1, (12)
о

СО

v2(х,у) =  j a2(X) sh Ху д(х, X) dX, — I < у < 0, (13)
о

где сц(А) -  искомв1е функции, функция д(х, А) имеет вид (10). Отсюда функции (12), 
(13) удовлетворяют уравнению (7) и граничному условию (7) (при условии сходи­
мости и дифференцируемости интегралов (12), (13)). Из условий сопряжения (8) с 
учётом разложения функции dyf(x ,  —I) (10) для функций сц(А) получим систему ал­
гебраических уравнений

ci\ +  а2 sh XI =  0, kicii — k2a2 ch XI =  ^1,

решение которой имеет вид

/. \ _  {k2 -  ki) sh XI
] ~  X(ki sh XI +  к2 ch А/) ’

/ , ч _  h - k 2
й2[ } ~  X(ki sh XI +  к2 ch XI)'

Отсюда решение исходной задачи (1), (2) строится по формулам (4)—(6), (10)—(13) в 
однократнвгх квадратурах

щ(х,у)
р X
— arctg — 
7Г у

Р
2

р(к2 -  ki)
7Г

еХу sh XI sin Аж 
Х{к\ sh XI +  к2 ch XI)

dX, (14)

u2(x,y)
р X
— arctg —
7Г у

Р
2

р{к2 — к\) Г е xlshXy sin Аж
7Г А{к\ sh XI +  к2 ch XI)

dX, (15)

при этом подынтегралвные функции стремятся к нулю при А —)• 0, а при А —>• +оо 
эти функции имеют асимптотику 0(Х~1еХу), где у < 0. Отсюда интегралы (14), (15) 
сходятся и допускают дифференцирование необходимое число раз.
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Решение задачи Коши об охлаждении кусочно-однородного стержня1

Рассмотрена задача Коши для неограниченного стержня, состоящего из двух частей 
с различными весовыми и тепловвши параметрами. Построено явное решение задачи в 
однократных квадратурах. Для мгновенного источника тепла решение задачи получено 
в конечном виде. Построенв1 графики функций температурв1 с определённвш шагом по 
времени для различнв1х составнв1х стержней.

Ключевые слова: процессв1 теплопроводности в кусочно-однородном стержне, задача 
Коши для уравнения теплопроводности с условиями сопряжения

Рассмотрим неограниченный кусочно-однородный стержень, состоящий из двух 
частей Д  =  (—оо < х < 0) и Д  =  (0 < х  < оо) с различными постоянными 
коэффициентами теплопроводности Д, теплоёмкости и плотности в зонах Д . 
Боковая поверхность стержня теплоизолирована, т. е. тепло распространяется только 
вдоль стержня (вдоль оси х). Для тепловых потенциалов Ui(x,t) в Д  задача имеет 
вид [1, с. 188]

dfUi оу dxxU\, Ui\t=о — 0, х  <  0, (1)

dtU2 — а2 дххи2, U2\t=0 = х  >  0, (2)

х  =  0 : щ  = и2, к\ dxU\ к2 дхи2, (3)

где dt =  d/dt, дхх =  д2/дх2\ <р(х) G C2(R+) -  заданная функция,

и.2 'Чai =  -----•
Cipi

(4)

1 Работа выполнена в рамках гранта Совета по НиИД Забайкальского государственного универ­
ситета № 250-ГР.
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Условия сопряжения (3) выражают непрервшноств потенциала (температурв:) и по­
тока тепла в точке разрвша параметров стержня х =  0. Здесв условия задачи неодно- 
роднв1 толвко в зоне D2(х < 0). При неоднородных условиях в зоне D\{x > 0) задача 
решается аналогично, а в общем случае решение задачи имеет вид суммв1 решений 
задач с неоднороднвши условиями в одной из зон.

Для решения задачи (1)-(3) заменим переменную х в зоне D\{x < 0) на £

С = — х, (5)
CL\

где — оо <  х <  0, — оо <  £ <  0. Отсюда для функций мД ф t) и и2(х. 
с одинаковвтм уравнением в зонах D Д£ <  0) и D2(x >  0)

t) получим задачу

dtU\ =  a2 д^щ, Ui\t=o =  0, f  <  0, (6)

dfU2 &2 9xxu2, u2\t=0 =  <p (x ), X > 0 , (7)

Ml|?=0 =  U2\x=0, K\ 5^Mi|g=o =  k2 dxu2\x=o, (8)

где К\ =  kia2/ai.
Решение задачи (6) - (8) будем искатв в виде решения класса задач сопряжения, 

рассмотренного в статве [2, с. 31], для частного случая двух кусочно-однородных 
полуцилиндров с идеалвнвш контактом

MC,t) -  d +  1 £ < o, (9)

i -  d
U2{x,t) — f (x , t )  +  / (  x,t), x > 0 ,  1 +  a (10)

где с учётом (4)

Кг
к2

кгСгрг
к2с2р2 ( П )

При этом функции щ тождественно удовлетворяют условиям сопряжения (8). От­
сюда для функции f ( x , t ) получим классическую задачу Котттн в неограниченном 
однородном стержне —о о < х < о о

dtf =  «2 dxxf, f\t=0
0, x < 0
p(x), x > 0

( 12)

Решение задачи (12) строится по формуле

12
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f (x ,t )  =  J ip(z)G(x, z,t)dz, 
о

где G (x,z ,t) -  функция Грина (потенциал мгновенного точечного источника) [1, 
с. 222].

G(x, z, t)
2а2л/тИ

exp (ж — ZУ 
4 alt

(13)

Отсюда решение исходной задачи (1)-(3) строится по формулам (5), (9), (10) в одно- 
кратнвгх квадратурах

щ(х, t) =
1

(d +  1)а,2л/тИ
ip(z) exp

(а2ж — a\z)‘ 
4(aia2)2t

dz,

u2{x,t)
2а2л/тИ \ exP

(x — z)2 1 — d (x +  z)2
4 â t + 1 +  d exp 4 a%t

dz.

Рассмотрим конкретнв1Й пример охлаждения кусочно-однородного стержня, ко­
гда в начальный момент t =  0 в точке х =  Хо действовал мгновенный источник тепла. 
В данном случае решение задачи (1)-(3) строится в конечном виде в элементарных 
функциях

щ(х, t)
1

--------------- -j= exp
(d +  1)а2утИ

(а2ж — a\Xo)2 
4(aia2)2t ’

(14)

u2(x,t) exp 'h
' 1 н о to 1 — d (ж +  ж0)2

4 a%t +  i +  d exp 4 a\t
(15)

Пуств параметрв1 материала частей стержня D\ и 442 удовлетворяют условиям 
k\ =  dpi, fc2 =  с2р2 =  1- Отсюда с учётом (4), (11) следует: а\ =  а2 =  1, d =  к\. При 
этом потенциалы (14), (15) примут вид

щ(х, t)
1

------------ exp
(d +  1 )\fnt

(X -  Жр)2
41

x < 0,

U2(x,t) exp

1 н 0
to 1 — d (ж +  ж0)2

41 +  i +  d exp At
x > 0.
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На фигуре приведены графики температур охлаждения трёх стержней в момен­
ты времени t при действии начального мгновенного источника в точке ад — 1/3. 
Здесь сплошные линии соответствуют составному стержню с большей проницаемо­
стью в зоне D\(x < 0) (d =  6), пунктирные линии соответствуют составному стержню 
с меньшей проницаемостью в зоне D\ (d =  1 /6 ) и точечные липни соответствуют од­
нородному стержню (d =  1) для потенциала (13). Рассмотрены моменты времени от 
t =  1/200 до t =  7/200 с шагом A t =  1/100, а также t =  1/10 и t =  1.

Фигура
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х

Отсюда, в частности, следует, что стержень остывает быстрее при наличии зоны 
Di с большей проницаемостью, что согласуется с физическими представлениями.
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О решении уравнения Пуассона на кусочно-однородной плоскости
с круговым включением

Рассмотрена задача для уравнения Пуассона на кусочно-однородной плоскости, состо­
ящей из двух однороднБгх зон в виде круга и его внешности. Методом свёртвшания разло­
жений Фурве решение указанной задачи выражено через решение аналогичной задачи на 
однородной плоскости.

Ключевые слова: краевые задачи в круговвгх кусочно-однороднв1х областях, условия 
сопряжения, метод свёртвшания разложений Фурве

В настоящее время широкое применение находят кусочно-однородные матери­
алы, состоящие из нескольких зон с различными теплофизическими свойствами. 
Отсюда большой практический и теоретический интерес имеют задачи математиче­
ской физики, моделирующие различные динамические процессы (теплопроводности, 
фильтрации жидкости, диффузии, электродинамики и т.д.) в указанных материалах.

1. Постановка задачи. Рассмотрим на плоскости проницаемости к2 круговое 
включение Р\ =  (0 < г < К) х (0 < а < 2тт) проницаемости к\ при идеальном 
контакте зон Pi} где г =  1, 2; Р2 =  R2 \ Pi, кг > 0 -  постоянные, (г, а) -  полярные ко­
ординаты. Для функций 'р>г(г, а) в Pi рассмотрим задачу с классическими условиями 
сопряжения

r2A(/?i =  гдг(гдг'Рг) +  д@Рг =  Fi(r,a), i =  1, 2, (1)

г =  h: <Р1 =  <Ръ kidr'pi =  к2дг<р2> (2)

где А  -  оператор Лапласа, <9/ =  дп/дгп, функции </д(г, а) -  27г-периодические по 
a, Fi(r,a) -  заданные функции, при этом Fi =  0 в окрестности границы зон г =  h. 
Задача (1), (2) описывает установившиеся процессы тепломассопереноса на кусочно­
однородной плоскости с круговым включением.

Ниже рассматривается задача (1), (2), когда одна из функций i/(r , а) равна нулю, 
что не умаляет общности.
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2. Неоднородное уравнение во внешней зоне. Рассмотрим для функций 
(pi{r, а) в зонах Pj задачу (1), (2) с неоднородным уравнением во внешней зоне Р2(г >
К)

rdr(rdripi) +  дl<pi =  0, гдг(гдгр2) +  d2ap2 =  F(r, а), (3)

где F  =  0 в окрестности г =  h. Решение задачи (2), (3) определяется с точноствю до 
аддитивной постоянной, одинаковой для функций р\(г, а) и р2(г, а), которую в окон- 
чателвнвгх формулах отбрасываем. Выразим решение задачи (2), (3) через решение 
u(r, а) классической задачи на однородной плоскости

гдг(гдги) +  д2и
О, г < h,
F(r, а), г > h. (4)

Пуств решение u(r, а) последней задачи известно.
Методом свёртывания разложений Фурве [4; 5] выразим решение задачи (2), (3) 

через функцию u(r,a) (4). Функция u(r,a) в круге Pi (г < К) является решением 
классической задачи Дирихле

rdr(rdrv) +  d2v =  0, г < h; v\r=h =  u(h, а).

Отсюда, применяя метод Фурве к последней задаче, представим функцию u(r, а) в 
круге Pi (г < К) в виде

u(r, а) =  щ  +  h nrnsn(a), г < h,
П— 1

где
sn(a) =  щп sin па +  u2n cos па ,

2тг
1 [щ =  —  / u(h,a)da,2тг J 

о

Представим решения уравнений (3) также в виде разложений Фурве

СО

</ц(г, а) =  щ  +  ^2'pnh~nrn sn(a) , г < h,
П =  1

СО

(fi2(r,a) =  u(r,a) + ^ 2 q nhnr~nsn(a), г > h,
П =  1

(  Щп \ 1 f  /, , /  sin па \I =  — / u(h, a) [ da.\ U2n J 7Г J \ COS na J

(5)

(6)

(7)

(8) 

(9)

где pn, qn -  искомв1е коэффициенты. Из условий сопряжения (2) с учётом разложе­
ния (5) для параметров рп, qn получим систему алгебраических уравнений, решение
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которой имеет вид

Из разложения функции u(r, a) (5) следует аналогичное разложение при г > h

СО

u(h2/г, а) =  щ  +  hnr~nsn(a), г > h.
П= 1

2/̂ 2 &2 — fci
ki + ко’ Ь +  ко'

Отсюда и из соотношений (5), (8)—(10) выразим решение задачи (2), (3) непосред­
ственно через функцию u(r,a) (4) в конечном виде

2 ко
к\ + к2

u(r, а), г < h,

p2(r,a) =  u(r,a) + к2 - h  

к\ + к2
u(h2/г, <л), г > h,

( П )

(12)

где аддитивная постоянная (Ад — к2)щ/{к\ +  к2) опущена.
Теорема 1. Если задача (4) имеет, единственное (с точностью до аддитивной 

постоянной) решение и(г,а), то решение задачи (2), (3) единственно в указанном 
смысле и cmроит,ся по формулам (11), (12).

Доказательство. Условия (2), (3) для функций (11), (12) проверяются непосред­
ственно. Правые части формул (11), (12) являются операторами, действующими на 
функцию и(г,а). Операторы, обратные операторам (11), (12), однозначно выража­
ются через функции а) в виде

ki +  k2
щ г ,а )=  2k  ̂ pi {г, а), г < h  

к — к2
u(r,a) =  <p2(r,a) Н-----—-----</ц(h2/r,a), г > h. (14)

ZfC 2

(13)

При этом в силу условий сопряжения (2) и уравнений (3) полученная функция и(г, а) 
(13), (14) непрерывна вместе со своими производными при г =  h и удовлетворяет 
уравнению Пуассона (4). Отсюда единственность решения задачи (2), (3) (с точно­
стью до аддитивной постоянной) следует из единственности решения задачи (4).

Формулы (11), (12) совпадают с действительными частями соответствующих ком­
плексных потенциалов работы [2, с. 291], полученных методом отражения особых 
точек для случая изолированных особых точек.

3. Неоднородное уравнение во внутренней зоне. Рассмотрим задачу (1),
(2) с неоднородным уравнением внутри круга Pi (г < К)

rdr(rdripi) +  дI'pi =  F(r, а), гдг(гдгр2) +  д2ар2 =  0. (15)
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Пусть известно решение и (г, а) соответствующей задачи на однородной плоскости

о / о  ч . Я 2 \F(r,a), г < h ,  гог(гоги) +  aau =  < (16)
О, г > h.

Выразим решение задачи (2), (15) через функцию u(r,a).
Здесь функция u(r, а) кроме особых точек внутри круга Pi (г < К) может иметь в 

бесконечности логарифмическую особую точку, моделирующую источник или сток. 
Мощность q этого источника или стока равна суммарной мощности источников- 
стоков внутри круга Pi. Указанная суммарная мощность определяется потоком ско­
рости через окружность г =  h из круга Pi на однородной плоскости, т. е.

при этом

h
2тг

Q 2  /  дгЩг=ъ, da,

u(r, a) ~  qlnr

(17)

(18)

при r —> +oo. Отсюда функция u(r, a) (15) во внешней зоне P2(r > h) представима в 
виде разложения Фурье

u(r, a) =  gin у  +  щ  +  hnr nsn(a), г > h,h г J (19)
П— 1

где sn(a) и щ  имеют прежний вид (6), (7). Представим решения уравнений (15) в 
виде

</ц(г, a) =  и{т, а) +  ^ pnh nrnsn(a), г < h,
П— 1

Lp2(r,a) =  q0 In + ^ 2  qnhnг nsn(a), г > h.
71= 1

(20)

(2 1 )

Тогда из условий сопряжения (2) с учётом разложения (19) найдём

k\ k\ — k2 2k\
k2 k i +  k2 k\ +  k2

(22)

Из разложения (19) следует равенство при г < h

u(h2/г, а) =  —qln y  + щ + h nrnsn(a), г < fi­
ll '71= 1

Отсюда и из соотношений (19)—(22) выразим решение задачи (2), (15) через функцию
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u(r,a ) (16) в конечном виде

(23)

(24)

где g имеет вид (17).
Теорема 2. Если задача (16) имеет, единственное (с точностью до аддитивной 

постоянной) решение и(г, а ), то решение задачи (2), (15) единственно в указанном 
смысле и cmроит,ся по формулам (23), (24)-

Действителвно, условия задачи (2), (15) для функций (23), (24) проверяются 
непосредственно. Из асимптотики и(г,ск) ~  gin г при г —>• +оо (18) следует асимп­
тотика u(h2/r,cк) ~  —g in г при г —> 0. Отсюда </ц(г, а) ~  и(г,а) при г —> 0 и 
<Р2 (г, а) k\k2 1glnr при г —> оо, т. е. у функции </ц(г, <л) логарифмическая особая 
точка г =  0 отсутствует (слагаемым с множителем gin г взаимно уничтожаются). 
При этом функция ipi(r,a) в Pi (г < К) (22) имеет особые точки толвко функции 
и(г,а), а функция ip2(r,a) в Р2(г > К) (23) не имеет особых точек, кроме логариф­
мической особой точки в оо при g ф 0 (17).

Операторы, обратные операторам (23), (24), однозначно выражаются через функ­
ции tpi(r, а) в виде

При этом из условий задачи (2), (15) функция и(г,ск) непрерывна вместе с про­
изводными при г =  h и удовлетворяет уравнению (16). Отсюда следует утверждение 
теоремы.

В частном случае, когда суммарная мощности источников-стоков в круге 
Pi (г < К) равна нулю (д =  0), из формул (23), (24) следуют соответствующие фор­
мулы работ [1; 2, с. 291; 3, с. 351], полученные методом отражения особых точек.
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Квазистационарная динамическая модель течения флюида к скважине

В статье предложена упрощённая динамическая постановка линейной задачи филь­
трации с заменой классического статического условия на забое скважины динамическими 
граничными условиями установившегося режима гармонических пульсаций давления. По­
лучена оценка осцилляционной поправки к статическому решению для давления и дебита. 
Аналитические зависимости для дебитов скважин позволяют с большей точностью опи­
сывать фильтрационные процессы в пластовой системе с учётом динамического характера 
процессов на забое скважины.

Ключевые слова: пульсация давления, фильтрация, пластовая система, динамика, 
динамическая поправка, геолого-технические мероприятия

Введение. Основным недостатком существующих моделей фильтрации в пла­
стовых системах (ПС) является необоснованное, явное или неявное применение ста­
тичных описаний характеристик фильтрационного течения по всему объёму ПС.
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Как правило, для описания фильтрации флюида в ПС привлекаются «псевдо­
параметры», учитывающие диффузный и дисперсионный перенос флюида меж­
ду матрицей и поровыми каналами. Как следствие этого, значения параметров 
требуют периодической экспериментальной оценки для учёта изменений физико­
механических свойств ПС.

Основным направлением совершенствования фильтрационных моделей на сего­
дняшний день является введение в модельные уравнения фильтрации уточняющих 
членов на основе анализа эмпирических данных [3; 4]. Для разрешения названного 
противоречия и уточнения существующих моделей фильтрации упругой жидкости 
(нефти) [2; 5] воспользуемся упрощённой динамической постановкой линейной зада­
чи фильтрации, заменив классические статические условия на забое скважины ди­
намическими условиями установившегося граничного режима. Предположим, что на 
забое скважины с совершенным вскрытием пласта толщиной h установился режим 
фильтрации флюида из пластовой системы, причем давление на забое скважины Рс 
меняется по следующему закону

Рс =  Ро +  Р\ ■ cos(u; • t). (1)

Здесь Pq -  уровень давления, около которого происходят осцилляции давления с 
амплитудой Pi, ш — круговая частота осцилляций давления, которая имеет порядок 
1СГ4 — 1СГ6 рад/с. Так как давление на забое скважины не превышает пластового 
давления на контуре питания скважины, примем, что Ро +  Р\ < Pk- Будем считать 
амплитуду пульсаций малой Ро > >  Р\.

Предлагаемая упрощённая модель позволит учесть влияние на добычу флюида 
периодических во времени воздействий на скважину и ПС. Такого рода воздействия 
(геолого-технические мероприятия) производятся в соответствии с технологически­
ми требованиями: продувка газовых скважин на факел, периодический останов сква­
жин на профилактику и т. д.

Решение задачи о распределении давления в ПС принадлежит классу функций 
дважды дифференцируемых по пространственным переменным в круговом кольце 
радиуса г, rc < г < R (гс -  радиус скважины, R -  радиус контура питания), моде­
лирующего сечение забоя скважины и призабойной зоны. По временной координате 
функция распределения должна быть периодической, в простейшем случае разум­
но предположить гармонический закон изменения распределения давления в ПС во 
времени. Более точное описание распределения давления в ПС может быть получено 
с помощью суммы конечного числа гармоник.

Дифференциальное уравнение движения жидкости в пористой среде 
по линейному закону фильтрации. Уравнение для случая линейной фильтрации 
[2; 5] примем таким

дР
~т

к ■ АР, к
к
■ /3’ (2)

где Р -  неизвестное распределение приведённого давления в ПС, к — коэффициент 
фильтрации ( «  1СГ12 м2), д -  коэффициент вязкости флюида (0,01 Па-с), /3 -  объём­
ный коэффициент сжимаемости флюида (~  10-9 Па-1), t -  временная координата, 
А -  оператор Лапласа, коэффициент пьезопроводности к имеет порядок 0,1 — 5 м2/с. 
Решение уравнения (2) следует подчинить условиям затухания фильтрационных
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волн на бесконечности и установившемуся режиму филвтрации на забое, в соот­
ветствии с условиями (1).

В двумерном случае плоскорадиалвной филвтрации к скважине уравнение (2) 
допускает решение вида

Р =  Рк +  С • In I - Re

/
iujt А

\

Х о ( -ГЬг)

К  а ^
Rr

В
\

/ п ( 7Г-Кр

р|£)/
(з)

Здесв Ко,1о ~ модифицированные функции Бесселя [1; 6], Rp =  \ — , г -  рас-
V ш

стояние до оси скважины, R -  радиус контура питания скважины. Величину Rp, 
в соответствии с её размерноствю, будем назвшатв комплексным радиусом пиезо­
проводности скважины. Первые слагаемые формулв1 соответствуют статическому 
решению [2]

г, г, Qs ! ( R\ ^  2тг • к ■ h Рк -  Р0
Р = Р ‘ - Д 7 7 7 ' 1п 7  ' Q- = /1 ш I Р  '

Тс.

(4)

последние слагаемвге представляют осцилляционную поправку Р̂ . Коэффициентв1 
А, В определяются из граничных условий на забое скважинв1 и на контуре питания 
скважинв1

P d \ r= rc =  Pi, P d \ r= R  =  0. (5)
Подставим осцилляционную части решения (3) в граничнвге условия и найдём 

ввфажения для коэффициентов А, В

A =  - P i - I o [ ^ )  - К о ( ^ -FL R r,

R
R r , R r ,

К () —  • 1() - 1() —  • К ()R
Rr Rr

- \  - i

B = P 1 -K 0 [ A ] - l J P  I -
RpJ \ ftp. K° 1 £ )  • '« ( й  - 7» Ш  ■ K° t e

i - i
(6)

Отметим, что в силу асимптотик модифицированных функций Бесселя [1; 6]

Rr.
Ко ^  ~  -In  ^

Rr.
г с —> 0 ; К \  ( —  ] ~  - ,  г с —> 0 ;

Hr

L  ^
2 Rr,

Rp J Г(// +  1) Rr
rc -У 0; K0 ( ) ~  \Г п„ Ре R,Rp, R ^  oo;2 R

I  I RIn  I —
Ihr)

R
27г • R

?—eR/Rp, R ->  oo (7)

26



Физика, математика, техника, технология

имеет место
А ^  Pi, В & 0 . (8)

Для динамической поправки дебита скважины получим в соответствии с форму­
лой для дебита

^ 2irkh (  др
Q = —  \rw

следующее выражение

(9)

р
Aujt Tr ' Kl ( i t

- А ------------------' Rp

V Rp • Ко ( 4^
R,

в •
Ih r,

RP • /о ( ^
a J /

В силу асимптотических соотношений (7) справедливо

^  _  2iTkhPi о
Qd ~  • Re

р

( \
еiuit

1 п | ^
rc 7

(10)

( П )

Таким образом, доля динамической поправки дебита по отношению к статической 
части дебита составит

Qd
Qs

Pi
Pk — Po

Re

\

7

Вычислим вещественную частв комплексного ввфажения в (12)

( 12)

Qd ^  2Pi
Qs Pk — Po

COS ipjt —  tp) ( \
ip =  arctg

7Г

2 • In
к

OJ ■ Tt,

■ (13)

Анализ вв1ражения (13) показвшает, что максимум амплитудв1 динамической по­
правки к дебиту достигается на частоте, соответствующей значению модуля радиуса 
пвезопроводности скважинв1 равному радиусу скважинв1

\Rp\ =  rc, ш =  -^. (14)
О

Запаздв1вание ip по дебиту в этом случае составляет то еств динамическая 
частв дебита изменяется при этой частоте в противофазе давлению на забое.

Оценим порядок поправки, так, для скважинв1 с гс =  0,1 м и радиусом контура 
питания R =  500 м, в пласте с коэффициентом пвезопроводности к =  0,1 м2/с ,
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частотой воздействия один раз в сутки, амплитудой воздействия 1 % от депрессии 
на пласт. Получим добавку к дебиту 1,4 %.

Полученный в работе резулвтат носит качественный характер и позволяет оце- 
ниватв лишв порядок величин, регламентирующих технологические режимв1 экс­
плуатации добычных скважин. В то же время полученнвге зависимости позволяют с 
болвшей точноствю описвшатв процесс филвтрации к скважине в пластовой системе, 
посколвку учитвшают динамику процессов на забое скважинвг

Дифференциальное уравнение движения газов в пористой среде по 
линейному закону фильтрации. Дифференциальное уравнение движения газа 
в пористой среде отличается от случая фильтрации упругой жидкости. Исходные 
уравнения движения те же, что и для сжимаемой жидкости, однако их следует до­
полнить уравнениями состояния газа, в условиях изотермического течения имеющего 

Рвид: р =  pam-----, где р и pam -  плотность газа при давлениях р и pam.
Pam,

Подставляя в уравнение

к д (  др\ д (  др\ д (  др
р дх \ д х )  ду \ д у )  dz \ dz

вместо плотности р её значение и сокращая полученное уравнение на постоянный
Pam  г-, о1множитель ----- , имеем [7; oj:
P a m

НО

д (  др\ д (  др\ д (  др\ трдр  
\Рдх )  +  ду \Рду ) + ^h \P] h )  =  ~k~dV

др 1 др2 др 1 др2 др 1 др2
Р дх 2 дх ’ Р ду 2 ду ’ Р dz 2 dz ’

(15)

(16)

Подставляя вместо произведений, стоящих в круглых скобках в уравнении (15), 
их значения из равенств (16) и выполняя дифференцирование, получим

2 д2р2 д2р2 2тр др
дх2 ду2 dz2 к дt '

Уравнение (17) принято называть дифференциальным уравнением неустановив- 
шейся изотермической фильтрации идеального газа по линейному закону фильтра­
ции. Обозначим Р =  р2, тогда

дР
~т ’- " ‘ t

(18)

откуда
др 1 _ i  дР---  =  - Р  2 ---- .
д t 2 dt

(19)

Внеся в уравнение (17) эти значения, получим

д2Р д2Р д2Р _ т р  idP  
дх2 ду2 dz2 к dt

(20)
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* р = !т ^ ж -  (21)
Уравнение (21) является нелинейным дифференциальным уравнением параболи­

ческого типа [9; 10].
_ i  1

Если принять, ЧТО Л 2 =
л/Л)

уравнения (2) с коэффициентом к =

= cost, то (21) линеаризуется и принимает вид

к ■ -\/Л 
ггщ

Оценим порядок поправки к дебиту газовой скважины, если на её забое имеют 
место слабые пульсации газа по закону (1). В выражении для квадрата функции 
давления Р  на границе

Р  =  [Л + Л  • COS (а; • t ) f  , (22)

или

Р  =  Л02 +  -Л 2 +  2Л0 ■ Pi ■ cos (а; • t) +  -Л 2 • cos (2 ■ ш ■ t). (23)

Следует пренебречь квадратами давлений ввиду их относительной малости по 
сравнению с остальными членами выражения. Граничные условия (5) примут вид

Л d \ r = r c 2PqPi , Лd\r=R 0. (24)

При фильтрации газа доля динамической поправки к дебиту скважины по отно­
шению к статической части дебита составит

Q d  2P0Pi
A

Re
eluJt In ( —

R \\

V l n ( ^
(25)

Q, P 'i -  PS

После выделения вещественной части комплексного ввгражения в (25) получим

7

Qd 4Л0Л1
Q s ~  р 2к -  л02

cos [ojt — ф)
tp =  arctg

(  \
IT

V 2 • In к

ш ■ ri /

(26)

Для скважины c rc =  0,1 м и радиусом контура питания R =  500 м, в пласте 
с давлением 12 МПа, коэффициентом фильтрации 0,1 мД. Для газа с вязкостью 
0,05 сиз, коэффициентом пьезопроводности к =  0, 7 -  10-6 м2/с , при частоте воздей­
ствия один раз в сутки, амплитудой воздействия 1 % от депрессии на пласт получим, 
в соответствии с (26), добавку к дебиту 3,1 %.

Следует отметить, что есть принципиальное отличие от случая фильтрации упру­
гой жидкости. Так, в случае газовых скважин величина динамической поправки к
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дебиту скважины определяется не только частотой воздействий на ПС, но и величи­
ной депрессии на ПС. Полученный в работе результат носит качественный характер 
и позволяет оценивать лишь порядок величин, регламентирующих технологические 
режимы эксплуатации добычных скважин. В то же время полученные зависимости 
позволяют с большей точностью описывать процесс фильтрации флюида к скважине 
в пластовой системе, поскольку учитывают динамику процессов на забое скважины.
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О решении краевых задач для уравнения Пуассона в 
кусочно-однородных областях, ограниченных параболами1

Рассмотрены краевые задачи для уравнения Пуассона в кусочно-однородных неограни- 
ченнв1х и ограниченнв1х областях с границами в виде парабол. Методом свёртывания разло­
жений Фурве вв1веденБ1 формулы, выражающие решения указанных задач через решения 
классических задач в однородной полуплоскости или полуполосе. Построенв1 фундамен- 
тальные решения в кусочно-однородных областях с параболическими границами в явном 
виде без квадратур.

Ключевые слова: краевые задачи в областях с криволинейнвши границами, условия 
сопряжения, метод свёртвшания разложений Фурве

Введение. В связи с бурным развитием техники и широким применением компо- 
зитнбех материалов болвшой интерес имеют краеввге задачи, описвшаюгцие процессв1 
тепломассопереноса в кусочно-однороднв1х областях с криволинейнвши границами. 
Указаннвге задачи, как правило, решаются приближённо численнвши (сеточнвши) 
методами [2; 3; 6]. В работе [9] решетя обратные задачи с неизвестными граничивши 
условиями для определённого класса криволинейнв1х областей.

Одним из эффективнвгх аналитических методов решения нестандартных крае- 
BBix задач является метод свёртвшания разложений Фурве [7; 8], который позволяет 
строитв точнвге явнвге решения задач в областях сложной структуры. В статвях [4; 5] 
указаннвш методом решенв1 некоторвге задачи в параболических областях для урав­
нения Лапласа. В данной статве вв1веденв1 формулы, дающие решения серии (в том 
числе смешаннвгх) краевых задач для уравнения Пуассона в кусочно-однородных 
неограниченнв1х и ограниченных областях с параболическими границами.

1. Задача Дирихле в неограниченной области с параболической грани­
цей. Рассмотрим на комплексной плоскости z =  х +  %у задачу Дирихле в области D, 
ограниченной параболой х =  (2Ъ)~2у2 — Ъ2 (точка (0, 0) Е D), когда области D состоит 
из двух однородных зон Di =  D П (у < 0) и D 2 =  D П (у > 0) проницаемости kj в Dj. 
Для функций Uj(x,y) в Dj задача имеет вид

1 Работа выполнена в рамках гранта Na 250-ГР Совета по научной и инновационной деятельности 
ЗабГУ.
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дххщ +  дуущ =  0, дххщ  +  дууЩ =  Н(х, у) ( 1)

^1|ж=(2Ь) 2у2—Ь2,у<О О ^2|ж=(2Ь) 2у2—Ь2,у> 0 ^Ф?/) ( 2 )

у =  О : щ =  U2 , kidyUi =  k2dyU2 ( 3)

где ду =  д/ду, дхх =  д 2/дх2, Н(х, у) и h(y) -  заданные функции (ограничения на эти 
функции даны ниже в теореме), условия сопряжения (3) выражают непрервшноств 
искомой функции (потенциала) и нормалвной скорости на линии у =  0 разрвша про­
ницаемости. Условия задачи (1), (2) однороднв1 в зоне D\, что не умаляет общности, 
т. к. при неоднороднвгх условиях в зоне D 2 задача решается аналогично, а в общем 
случае решение задачи имеет вид суммв1 решений указанных задач. В частности, 
задача (1)-(3) описывает установившиеся процессв1 тепломассопереноса в кусочно­
однородной области D при заданных источниках (стоках) в D2 и граничных условиях

Рассмотрим на вспомогателвной плоскости (  =  £ +  щ полосу G =  (£ Е R) х (0 < 
г) < Ъ), состоящую из двух полуполос G\ =  (£ < 0) х (0 < у < Ь) и G2 =  (£ >
0) х (0 < у < Ъ). Посредством функции z =  С2 полоса G конформно отображается на 
области D плоскости z =  х +  iy с разрезом s(x > 0, у =  0), при этом полуполосв1 Gj 
отображаются на зонв! D j , где

где sign(±0) =  ±1. На основной плоскости z переменные ф у являются параболи­
ческими координатами. Отсюда с учётом dyUj =  [2(£2 +  Г72)]—1 (77̂ ^ - +  £dvUj) задача 
(1)-(3) для функций Uj(£,rj) в Gj примет вид

х =  £2 — у2, у =  2ф/, — оо < £ < о о ,  0 < у <Ъ.

Обратное отображение имеет вид

+  дщщ =  0, % м 2 +  дщщ =  Яфф у) (5)

^1|?7=Ь, £<0 0 , ^2|?7=ЬД>0 ^-ф С) ( 6 )

иг(ф0) =  и ф -ф 0 ), k2dvu2(£,0) =  -ф ф ^ ф -ф  0), f  > 0, (7)

£ =  0 : щ =  U2 , kid^ui =  k2d^u2, 0 < у < b, ( 8 )
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где Н\(ф rj) =  4(£2 +  г)2)Н (£2 — г]2, 2£77), ЛДф =  h(2b£), при этом участки (£ =  0, 0 < 
г/ < Ь) и {г] =  0 ,  ̂ =  ±^fx) границ зон Gj отображаются соответственно на участки 
(У =  о, - Ь2 < х < 0) и (у =  0, х > 0) линии разрыва проницаемости. В силу условий 
(7) разрезом s(x > 0, у =  0) на плоскости z можно пренебречв.

Представим решение задачи (5)-(8) в виде функций, тождественно удовлетворя­
ющих условиям сопряжения (8)

2/г
M C,v)  =  , Л  F(C,v), £ < 0 ,  (9)к\ +  к2

М£,ч) = Р Ы  + т - г r FE t v ) ,к 1 +  к2
е > о , ( 1 0 )

где F(£,r)) Е  C2(G). Из условий (5)-(7) для функции F(£,rj) получим задачу в одно­
родной полосе G =  (£ G R) х (0 < rj < b)

d^F +  дщР о, е < о ,
С > 0,

F\rj=b
0, £ < 0 ,  
h i® ,  е > о , ( 11)

Я Ф  0) =  F(-Z ,  0), dvF(C, 0) =  - d vF(-C, 0), е > 0. ( 1 2 )

Методом свёртывания разложений Фурве [7; 8] ввфазим решение задачи (11), (12) в 
полосе G =  (£ G R) х (0 < rj < b) через решение /(ф  77) классической задачи Дирихле 
в полуплоскости Р =  (£ е R) х (—оо < rj < Ь)

% /  +  дщ/
0 ,  (Ф  rj) Е  Р \ G2,
^ М Ф  v)j (Ф  v) е  g2, f\v

о, e < o ,
hi(0, £ > 0

Отметим, что решение задачи (13) строится в квадратурах [1, с. 164]

со Ь

/ К . Ч )  = i j d (  f H l(с .Г )  1„ l~+l j dr+
О о

г] — b hi(()d(
тг J ( £ -  С ) 2 +  (v -Ь)2'о

(14)

Для вывода общей формулв1 предположим сначала, что в задачах (11) и (13) 
Н\ =  0 и функция hi(£) разлагается в интеграл Фурве
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ЫО = J [ / i (A)sinAf+ / 2(A)cosAf]dA, (15)
о

где
оо

О

(в окончательной формуле (18) данные предположения несущественны). Отсюда с 
помощью метода Фурье решение задачи (13) строится в виде

СО

f(£,v) =  y 'e A(4“ b)[/i(A)sinA£ +  / 2(A)cosA£]dA, - о о  < г] < b. (16) 
о

Представим решение задачи (11), (12) в виде

Р(С.ч)
СО

/ | а 1(Л)8 ЬА ,,8пОе + а2(А)сЬАЧсо8 АЩА,
О

(17)

где ai;2(A) -  искомые функции. Отсюда функция (17) удовлетворяет уравнению Ла­
пласа (11) (Н1 =  0) и условиям сопряжения (12). Из граничного условия (11) с учётом 
(15) найдём

ф ( А)
/г (А)
sh Аb ’ «2 (А) /2 (А) _ 

ch А b

Раскладывая последние дроби в геометрические прогрессии, получим

1
sh Аb

2е~хь
1 -  q

СО

2 е~хь(2п+1') 
п =О

1
ch А b

2е~хь 
1 +  q

2 ^ { - l ) ne~Xb{-2n+l\
n = О

где q =  е 2Xb, |g| < 1 при 0 < А < оо. Отсюда функция (17) примет вид
СО

СО р
Г « .ч )  =  5 У - 1 ) "  /  {e AC'-2‘" - |»[(-l)"/i(A)sinAC + / 2(A)cosAC]+

п=О

+ e-A0+2fera+b) [ (_ 1)ra+ i /1(A) sin щ / 2(А) cos A£]} d\, 0 <г)<Ъ.
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Используя разложение (16), выразим функцию F((,rj) непосредственно через задан­
ную функцию (14) (без разложений Фурье, т. е. без сильных осцилляций)

СО

Щ.П) = 2 > 1 Л Д ( -1 Г { .Х -  26») + Д(-1)"+Д -ч  -  26»)). (18)
п =О

Теорема. Если задача Дирихле (13) для функций Hi((,rj) и h\(() (5), (6) кор­
ректна и при у —>• —оо (у < const < Ъ) её решение f((,rj) стремится к нулю моно­
тонно и равномерно по (  Е  R, то решение задачи (5)-(8) cm,роится по фюрмулам 
(9), (10), (18), где ( ,rj имеют, вид (4).

Для доказательства теоремы достаточно показать, что функция F((, у) (18) удо­
влетворяет условиям задачи (11), (12) (при Hi ф 0). В условиях теоремы знакоче­
редующийся ряд (18) (или его остаток) сходится равномерно и допускает диффе­
ренцирование необходимое число раз. Первое слагаемое ряда (18) равно /(£,/ / )  и 
удовлетворяет уравнению Пуассона (13). Аргументы каждой функции f(F(,r]n) в 
остальных слагаемых (18) лежат в области, где эти функции удовлетворяют уравне­
нию Лапласа (13). Отсюда функция (18) удовлетворяет уравнению Пуассона (11).

При у =  b каждое второе слагаемое в квадратных скобках (18) взаимно уничто­
жается с первым слагаемым следующей квадратной скобки, при этом в (18) остаётся 
лишь первое слагаемое /(£ ,?/), т. е. граничное условие (11) (в силу граничного усло­
вия (13)) выполняется.

При у =  0 выражение в каждой квадратной скобке (18) удовлетворяет условиям 
сопряжения (12). Отсюда решение задачи (5)-(8) строится по формулам (9), (10), 
(18). Теорема доказана.

Отметим, что условия теоремы выполняются для широкого класса ограниченных 
функций hi(() и функций Hi(£,rj), равных нулю в окрестности оо.

В качестве примера построим фундаментальное решение задачи (5)—(8), модели­
рующее источник в точке ((о,г]о), при однородных граничных условиях (6) (hi =  0). 
Решение соответствующей задачи (13) имеет конечный вид

f(C,v)
1 1п (С ~ Со)2 +  (V ~ Щ?

4тг (С -  Со)2 + (v +  Vo~ 2Ь)2 ’
Со > 0, 0 < г)0 < Ь.

Отсюда решение исходной задачи (1)-(3) в кусочно-однородной области D, ограни­
ченной параболой, строится без квадратур по формулам (18), (9), (10), где перемен­
ные ф у имеют вид (4).

Отметим, что функция (18) имеет также самостоятельный интерес, т. к. на плос­
кости (х ,у ) она является решением задачи Дирихле в однородной (при Ад =  кф) 
области D, ограниченной параболой.

2. Краевые задачи в ограниченных областях с параболическими грани­
цами. Полученные формулы (9), (10), (18) дают решение серии краевых задач вида 
(1)-(3) при дополнительных граничных условиях

Ft\Ul\\x=a2 — (2a)~2y2,y<0 6) Ft\и,ф\ \х=а2— (2а)~2у2, у>0 9(v)i (19)
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где М -  оператор граничных условий первого или второго рода (т. е. M[u] =  и 
или М[и] =  ди/ди -  производная по внешней нормали). В данном случае кусочно­
однородная области D ограничена двумя параболами х =  (2Ь)~2у2 — Ъ2 и х =  а2 — 
(2а)~2у2. В параболических координатах £,rj (4) для функций г/Дфф в Gj задачи 
имеют вид (5)-(8)

iV[wi]|?= -a =  0, N[u2]\i=a =  9 i(v), 0 < г) < Ъ, (20)

где G1 =  (—а < £ < 0) х (0 < rj < b), G2 =  (0 < £ < а) х (0 < g < Ь) -  прямоуголвники 
на плоскости ф операторам М  (19) соответствуют операторв1 N[u] =  и или N[u] =  
д^и, при этом giijj) =  g(2 arj) (или giijf) =  2у/a 2 +  g2g{2ag)) для iV[tt] =  и (или iV[tt] =  
д£и).

Решения задач (5)—(8), (20) строятся по формулам (9), (10), (18), где / ( ф ф  -  
решение задачи в однородной полуполосе Р  =  (—а < £ < а) х (—оо < g < Ь)

% /  +  дщ/
0, (Ф g) е  Р \ G2,

( ^ ) 6 G 2,
0, —а < £ < 0,
М£)> 0 < £ < а ,

^ [ / ]  !?=—«, —оо<г]<ь О, m  !€=■
0 , —со < g < 0 , 

9 i(v), 0 < т) < b.
( 2 1 )

Действителвно, выполнение условий (5)-(8) для функций (9), (10), (18) доказано 
в теореме. Граничнвю условия (20) для функций (9), (10), (18) также выполняются, 
т. к. аргументв1 каждой функции /(± ф г /п) во всех слагаемых (18), кроме первого, 
лежат в области, где эти функции удовлетворяют однороднвш граничнвш условиям 
(21). Первый член ряда (18) равен / ( ф ф .  Отсюда в силу (21) для функций (9), (10) 
имеем Л1[гц]|?=_а =  0, N[u2\|?=a =  gi(rj) при 0 < g < b.

В частности, фундаменталвное решение задачи (5)—(8), (20) с особой точкой ф, щ 
при а =  7г/2, h\ =  gi =  0, N[u] =  и строится без квадратур по формулам (9), (10), 
(18) где

f(£,v)
1

4 7Г
In -  Vo) -  cos(C -  Со)

сЦг] -  g0) ~ cos(£ +  ф -  7г)

— In
ch(g +  д0 -  26) -  cos(<Q -  ф) 

ch(д + до -  2b) -  cos(£ +  ф -  7г)_ 0 < ф < ^, 0 < д0 < Ъ.

Таким образом, решение рассмотрении^ задач в кусочно-однородных областях, 
ограничениям параболами, сводится к решению классических задач в однороднвм 
областях с прямолинейнвши границами, которвге решаются стандартнвши методами.
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On the Solution of Boundary Value Problems for the Poisson Equation in 
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The boundary value problems for the Poisson equation in piecewise homogeneous unbounded 
and bounded domains with parabolic boundaries are considered. Using the method of convolution 
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Задача о движении неограниченной кусочно-однородной струны3

Рассмотрена задача Коши для неограниченной струны, состоящей из двух однородных 
частей с различной плотностью. Дана линейная постановка задачи. Получено решение за­
дачи в явном виде в однократных квадратурах. Построены графики струн с определённым 
шагом по времени для различных комбинаций плотностей составной струны.

Ключевые слова: поперечное движение кусочно-однородной струны, задача Коши 
для волнового уравнения, графическая иллюстрация движения составной струны

Введение. В реальных условиях под воздействием внешних сил протяжённые 
объекты совершают те или иные колебания. К ним относятся пролёты мостов, балки, 
антенны, рельсы и другие объекты. В математических моделях указанные процессы 
приводят к краевым задачам математической физики для волновых уравнений. Про­
дольные колебания кусочно-однородных (составных) струн и стержней рассмотрены 
в работах [2, с. 30; 4]. В задачах о поперечных колебаниях струн в учебнике [1, с. 20] 
допускается зависимость силы натяжения струны от координаты. В других учебни­
ках [3, с. 13; 5, с. 24,] показано, что в линейной модели сила натяжения является 
постоянной. В данной статье поставлена и решена задача о поперечном движении 
составных струн. Отметим, что решение этой задачи допускает наглядную графиче­
скую иллюстрацию по сравнению с задачами о продольных колебаниях.

Постановка задачи. Рассмотрим в плоскости х,и  движение неограниченной 
струны — оо < х < оо, состоящей из двух однородных частей с различной плотно­
стью pi и р2 соответственно в зонах D\ =  (—оо < х < 0) и D2 =  (0 < х < оо) 
(pi -  заданные постоянные). Пусть струна находится под действием силы натяже­
ния, модуль которой равен Т . Ось х совместим с положением равновесия струны и

ХС. Е. Холодовский -  организатор исследования.
2П. А. Чухрий формулирование выводов и обобщение итогов реализации коллективного иссле­

дования.
3Работа выполнена в рамках гранта Совета по НиИД Забайкальского государственного универ­

ситета № 250-ГР.
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рассмотрим поперечные отклонения щ(х, t) точек струны от оси х в зонах Di. Отсюда
для функций Ui(x,t) в Di задача имеет вид 

dtt  ̂1 (̂ \dxxU\, î|t=o О,

dttU  2 &2^xx 'U'2i ^2|t=0 I'P(a ') >

х =  0 : щ =  « 2,

dtui\t=о =  0, ж < 0, (1)

dtu2\t=o =  ф(х), ж > 0, (2)

дхЩ dxU21 (3)

где <9t =  д/дt, dtt =  d2/dt2, 0 < t < og, t -  время, a2 =  Т/рц <р(ж) G C'2(i?+), 
Д(ж) G C'1(i?+) -  заданнвю функции. В принятой модели проекции сшил натяже­
ния на оси ж и и на правом конце любого элемента струнв1 соответственно равнв1 
Т cos a =  Т( 1 +  д/щ)~1/ 2 и Т и Т  sin а =  Тдхщ( 1 +  <92гц)-1/2 ~  Тдхщ, где ск -  угол 
наклона касателвной к графику u =  Ui(x,t) в указанной точке, при этом сила натя­
жения не зависит от ж и t [3, с. 13; 5, с. 24].

Первое условие сопряжения (3) ввфажает непрервшноств струнв1 в точке ж =  0. 
Для ввшода второго условия (3) ввщелим малвш элемент струнв1 АВ на отрез­
ке (0,Жо). Применяя к АВ второй закон Нвютона в проекции на осв и , получим 
P2%odttU2 =  ТdxU2\x=x0 ~ TdxUi\x=o- Здесв учитвшаем, что на левом конце силу натя­
жения создаёт частв струнв1 в зоне D\. Отсюда при Жо —> 0 получим второе условие
(3). Аналогичнв1Й резулвтат получим, если рассмотретв элемент струнв1 на отрезке 
(—Жо,Жо). Отсюда в отличие от продолвнвгх колебаний, а также от поперечник ко­
лебаний струнв1 с точечной массой [2, с. 30; 4; 6] проекция сил натяжения на осв и 
непрервшна, включая точку разрвша плотности ж =  0.

Для решения задачи (1)-(3) посредством подстановки

приведём уравнение (1) к виду уравнения (2). Отсюда для функции иДДД при £ < 0 
и функции г/ДжД) при ж > 0 получим задачу

dttui =  сфд^щ, Ul\t=0 — 0, dtUi\t=o — 0, (4)

дц^12 Oj2^xx̂ 2 -> U2\t=0 = dtu2\t=o =  Ф(х), (5)

Ml|?=0 =  U2\x=0, y/Pi d̂ Ui\̂ =o у/P2 dxU2\x=0■ (6)

Решение задачи. Представляя решение задачи (4)-(6) в виде
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U2 (x ,t) =  f ( x , t ) +  ^  f ( - x , t ) ,  х > О,
y/Pi +  VPz

( 8 )

для функции f ( x , t ) получим классическую задачу Коши для однородной струны

dttf  = aldxxf, -с о  < х < ос, (9)

. т , . ,0 , х < 0, . „ т . . 0, х < 0, . .
/|*=о =  Ф(ж) =  •{ dtf\t=o =  Ф(ж) =  < (Ю)

1 <р(х), х > 0, \Ф\х), х > 0 .

Решение задачи (9), (10) строится по формуле Даламбера [5, с. 50]

X-\-Cl2t
. Ф(ж — a2t) +  Ф(ж +  a2t) 1 f  т , . ,

=  - - - - - S - J - - - - ^ + 2 Д  J
X — CL2t

( П )

Отметим, что для широкого класса начальных функций (10) функция f ( x , t ) (11) 
строится в конечном виде.

Из выражений (4)-(8) следует, что если р\ < р2 (струна в D\ легче струны в D2), 
то набегающая из D2 в D\ волна Q{x +  a2t) в зоне D \ растягивается по осям х, и и 
двигается быстрее (со скоростью щ =  у /Т /р\), чем в D2. При pi > р2 волна Q(x + a2t) 
в D\ сжимается по осям х, и и двигается медленнее, чем в D2.

В предельном случае при р\ —> 0 (струна в D\ «невесома») из второго усло­
вия сопряжения (6), а также из формулы (8) в пределе получим дхи2\х=о =  0, что 
соответствует свободному левому концу полуограниченной струны в D 2 , при этом 
u2(x,t) =  f (x ,t )  +  f ( —x,t). В другом предельном случае при pi —> оо (струна в Di 
«сверхтяжёлая») из (7) и первого условия (6) в пределе получим и2\х=о =  0, что со­
ответствует неподвижному левому концу полуограниченной струны в D2, при этом 
u2(x,t) =  f(x ,t )  — f ( —x ,t ) в D2 и  u\ =  0 в  D\. Отсюда задача (1)-(3) описыва­
ет движение струны в промежуточных случаях к указанным предельным случаям. 
Полученные результаты согласуются с физическими представлениями.

Рассмотрим задачу (4)-(6) при a2 =  1 (Т =  р2) для начальных функций вида

2h(x), х Е  (а, b), 
0, х ф (а, Ъ), Ф(х) = 0, ( 1 2 )

где а > 0, h{a) =  h(b) =  0. Отсюда начальные условия (10) примут вид

2h(x), х Е  (а, b), 
0, х ф (а, Ъ), dtf\t=о =  0. (13)

Решение (11) задачи Коши (9), (13) для моментов времени 0 < t < (b — а)/2 и 
t > (b — а)/2  примет соответственно вид
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и
{h(x + t), a — t < x < a  + t,

h(x + t) +  h(x — t), a + t < x < b  — t,

h(x — t), b — t < x < b + t

(14)

f ( x , t )
h(x +  t), a — t < x < b — t, 
h(x — t), a +  t < x < b  + t.

(15)

Здесь указаны носители функции f{x ,t) ,  т.е. f ( x , t ) =  0 вне указанных проме­
жутков для переменной х.

Пусть За > Ь, т. е. при t =  а, когда волна h{x + 1) из D 2 доходит до точки х =  О, 
носители этой волны и прямой волны h(x — t) не пересекаются. Прямая волна h(x — t) 
в зоне D2 двигается вправо и не пересекает точку х =  0. Поэтому ниже слагаемое 
h(x — t) в u2 (x, t) опускаем. Тогда с учётом (7), (8), (14), (15) решение исходной задачи 
(1)-(3) с начальными функциями (12) для указанных ниже моментов времени 1)-5) 
найдём в виде

1) 0 < t < Ъ — а 
2

щ(х, t) =  0, х < 0;

u2 (x,t)
h(x +  t), a — t < x < a  + t,
h(x +  t) +  h(x — t), a + t < x < b  — t, 
h(x — t), b — t < x < b  + t;

2)
b — a
—-— < t < a : щ(х, t) =  0, x < 0;

u2 {x ,t)
h(x +  t), a — t < x < b — t, 
h(x — t), a +  t < x < b  + t;

3)
, a +  ba < t < -------

2
щ(х, t)

2
d +  1

h(dx + 1 ),
a — t
~T ~

< x < 0;

u2{x ,t)
h(x +  t) +  hit — x)[l — d)/(l +  d), 0 < x < t — a,
h(x +  t), t — a < x < b — t;

4)
a +  b 

2
< t  < b : щ(х, t) —— h(dx + t), 

d +  1
a — t 

d~
< x < 0;
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U2(x,t)
h(x +  t) +  hit — ж)(1 — d)/(l +  d), 0 < x < b — t,
h(t — a;)(l — d)/{ 1 +  d), b — t < x < t — a;

5) t > b : иг(х,1 )
11 +  1 h(dx + 1 ),

a — t 
d

< x < b - t
~1 T

щ(х, t)
1 -  d 
1 + d

hit -  x), t — b < x < t — a,

где d — \Jpi/P‘2■ Здесь для переменной x указаны носители функций щ{хЛ), вне 
которых эти функции равны нулю.

В качестве примера рассмотрим начальную функцию h{x) — — sinж при a — тг, 
6 =  2тг. На фигуре приведены графики движения трёх струн для моментов времени 
от t =  7г, когда набегающая справа волна h(x + 1) подошла к точке х =  0, до момента 
t =  47л/20 с шагом At =  Зя/20.

Фигура

X

X
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X

X

X

X
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X

X

Здесь сплошная линия соответствует струне с менее плотной левой зоной в D\
(pi < р2 , d =  1/4); пунктирная линия соответствует струне с более плотной левой 
зоной (pi > р2 , d =  4), многоточие соответствует однородной струне (pi =  р2 - d =  1).

Отметим, что при пересечении точки разрыва плотности х =  0 амплитуда струны 
а.!О. /; увеличивается (уменьшается) в случае р\ < /?2 (Pi > Pi)- При этом в случае 
Р\ < р2 (pi > p-i) появляется положительная (отрицательная) отражённая волна 
h(t — х ) (1  — d.)/(l +  d), которая движется противоположно направлепию набегающей 
волны h(x +  L). т. е. в случае р\ ф р2 имеет место частичное отражение волны от 
точки разрыва плотности.
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Решение первой краевой задачи о продольных колебаниях
составного стержня1

Рассмотрена первая краевая задача на отрезке для волнового уравнения с условия­
ми сопряжения в точке разрыва параметров составного стержня. Посредством конечных 
формул задача сведена к аналогичной задаче для однородного стержня. Решение исходной 
задачи получено в явном виде.

Ключевые слова: продольные колебания кусочно-однородного стержня, первая кра­
евая задача для волнового уравнения с условиями сопряжения

В статье [1] рассмотрена задача о продольных колебаниях кусочно-однородного 
стержня. В указанной статье доказана единственность решения задачи и полнота со­
ответствующих собственных функций для обыкновенного дифференциального урав­
нения с кусочно-постоянным коэффициентом без построения явного решения рас­
сматриваемой задачи. В данной статье построено явное решение задачи о колебании 
кусочно-однородного стержня при тех же предположениях, что и в статье [1].

Рассмотрим на отрезке —1 \ < х < 1  упругий стержень, состоящий из двух од­
нородных частей: —1\ < х < 0 с плотностью р\ и модулем Юнга к\ и 0 < х < I с 
плотностью р2 и модулем Юнга (Pi и кг -  заданные постоянные) [2, с. 27]. Как и в 
статье [1], предположим, что время прохождения волной отрезков D\ =  (—li < х < 0) 
и Р>2 =  (0 < х < I) одинаково, т. е.

h _ J L
а\ аг ( 1)

где

( 2 )

щ -  скорость движения волн на отрезке . Отсюда для продольных смещений и\(ж, t) 
и и2(жД) точек х упругого стержня в моменты времени t > 0 на соответствующих 
отрезках - 1 1 < к 0 и 0 < к (  первая краевая задача имеет вид [1]

1 Работа выполнена в рамках гранта Совета по НиИД Забайкальского государственного универ­
ситета № 250-ГР.
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d tt^  1 a i d x x u i ,  î|t=o 0, dt^ i\ t=o 0> (3)

dttu2 =  a22dxxu2, u2\t=o =  (p(x), 0*и2|*=о =  ф(х), (4)

/Ui\x=—h 0, u2\x=i 0, (5)

x =  0 : щ =  u2, k\dxUi =  k2dxii2, (6)

где dt =  d/dt, dtt =  d2/dt2] <p{x) G C2 (R+), гф(х) G C 1 (R+) -  заданные функции. 
Задача (3)-(6) имеет однородные условия на отрезке —1\ < х < 0, что не умаляет 
общности, т. к. при однородных условиях на отрезке 0 < х < I задача решается 
аналогично, а в общем случае решение задачи представимо в виде суммв1 решений 
задач с однородными условиями на одном из отрезков.

Для решения задачи (3)-(6) перейдём на отрезке D\ к новой переменной

£ = — х, —1 \ < х < 0 ,  (7)

что приводит к растяжению или сжатию отрезка —1\ < х < 0 относителвно точки 
х =  0. При этом из (1) следует — I < £ < 0. Отсюда для функций мД^Д) и u2 (x ,t) 
получим задачу с одинаковвш уравнением на отрезках одинаковой длинв1 соответ­
ственно —/ < ^ < 0 и 0 < ж < / :

дыщ =  a|% ub U\\t=o =  0, dtU\\t=o — 0, (8)

dttu 2 — CL2dxxu2, U2\t=0 =  <p(x), dtu2\t=o =  Ф(х), (9)

Wi|?=_i =  0, u2\x=i =  0, (10)

Ml|£=0 =  U2\x=0 k2dxu2\x=Q, (И )

k\a2
i l i  =

CL\
(12)

Представим решение задачи (8)—(11) в виде решения общей задачи сопряжения 
для кусочно-однороднвгх полуцилиндров Di в Rm с уравнениями дххщ +  Ьщ =  Hi 
при идеалвном контакте [3, с. 31]

Ul(CR)
2 k2

k2 +  К\ /(£>*)>
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U2 (x,t) =  f ( x , t ) +
k2 - K  i
k2 +  K\

или с учётом (2), (12) в виде

Ui(£,t) 2р2

p2+Pi /(£>*)> / < е < о , (13)

u2 (x, t) =  f(x , t) +  —— — f ( —x, t), 0 < ж < /,
P 2 + P i

(14)

где Pi =  yJkiPi. Отсюда для функции f ( x , t ) получим классическую первую краевую 
задачу на однородном отрезке —1 < х < 1

I\t=o

dttf =  ajdxxf, f\x=-l =  f\x=l =  0, (15)

0, — l < x < 0, _ . f 0, —l < x <  0, (16)
<p(x), 0 < x < l, dtf\t=o =  \ , ,1 ф(х), 0 < x < l.

Решение задачи (15), (16) строится методом Фурве [2, с. 82] в виде

СО

f ( x , t ) =  ^ ( c rasina2Arat +  bn cos a2Xnt) sinAra(x +  /),
n =  1

где
i

у J <p(x) sin An(x +  l)dx,
о

(17)

(18)

a,2rm
ф(х) sin \n(x +  l)dx,

mi
n =  ^ [ '

(19)

Таким образом, решение исходной задачи (3)-(6) строится в явном виде по фор­
мулам 7 , 13 , 14 , 1 7 - 1 9

щ(х, t) 2̂ 2 У ,  Tn(t) sin Хп ( — х +  I 
p2+Pi  “  \ai

11 < x < О,

U2 (x ,t) =  У  Tnjt)
n =  1

sin Xn(x + 1) P2 ~  P i  . Л n  , -----■-----sm Xn(l — x) ,
P 2 + P i

0 < x < l,

53



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

где Tn(t) =  cn sin a2Xnt +  bn cos a2Xnt.
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Эволюция и неустойчивость линии роста дендрита в переохлаждённом
расплаве

Изучен процесс роста кристалла в однокомпонентном переохлаждённом расплаве чи­
стого вещества. Фазовая граница кристаллизации рассматривается как поверхности силь- 
ного разрыва, на которой ввшолненв1 условия динамической совместности, являющиеся 
следствием интегралвнв1х законов сохранения. Рассмотрен класс движений, для которо­
го скорости фазовой границв1 еств функция локалвного угла наклона нормали к линии 
роста. Представленв1 резулвтатв1 аналитического и численного исследования эволюции во 
времени двумерного контура фазовой границит Изучена форма линии роста, её кривизна, 
скорости и тепловой поток в твёрдой фазе. Применителвно к проблеме воздействия вибра­
ций на процесс кристаллизации рассмотрено влияние колебаний скорости фазовой границв1 

на интенсификацию теплообмена. Расчётв1 показали силвную чувствителвноств теплового 
потока к изменению амплитудв1 вибрационного воздействия. Рассмотрен равномерный (по 
специалвной временной координате) рост двумерного осесимметричного контура дендрита; 
проанализирован случай, когда исходная линия испв1тв1вает возмущение, локализованное 
на конечном удалении от вершинки Установлено, что возмущение кривизнв1 линии роста 
(выступ либо впадина) индуцирует предвестник боковой ветви дендрита: его геометриче­
ским образом служит точка самопересечения эволюционирующей во времени линии конту­
ра. Прикладник аспектв1 данной работв1 связанв1 с методами высокоскоростного затверде­
вания расплава и с получением h o b b i x  функционалвнв1х материалов.

хО. Н. Шабловский -  постановка задачи, метод решения, анализ результатов.
2Д. Г. Кроль -  численное моделирование линии роста кристалла, анализ морфологической 

неустойчивости.
3И. А. Концевой -  численное моделирование воздействия вибраций на скорость роста кристалла, 

анализ результатов.
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рости роста, боковая ветви

Введение. Проблема макроскопического роста кристалла из переохлаждённо­
го расплава чистого вещества требует исследования морфологических свойств меж­
фазной границы. Первостепенное значение имеют закономерности пространственно- 
временной эволюции линии роста и возникновение 6 o k o b b i x  ветвей дендрита. 
Современное состояние теоретических и экспериментальных исследований дендри- 
тообразования представлено в статьях [8-14]. Данная работа имеет следующие пред­
посылки.

1. Рост поверхности свободного дендрита характеризуется высокой степенью 
нестационарности. По мере увеличения переохлаждения однокомпонентного распла­
ва усиливается роль локально-неравновесного теплопереноса, поэтому при формули­
ровке исходной задачи применяется релаксационная модель Максвелла, а матема­
тической моделью фазовой границы кристаллизации служит поверхность сильного 
разрыва, на которой выполнены условия динамической совместности. Рассматрива­
ется класс поверхностей роста, скорость перемещения которых зависит только от 
локальной формы этой поверхности [14].

2. Предвестником неустойчивости макроскопических форм поверхности дендрита 
служат изгибы и складки, генерирующие возмущение кривизны исходной поверхно­
сти [8; 10; 11; 13].

Цель данной статьи -  получить аналитическое описание эволюционных свойств 
двухмерной линии роста кристалла, а также изучить условие появления предвестни­
ка боковой ветви дендрита.

Уравнение роста. Локально-неравновесная модель теплопереноса [4] содержит 
уравнение энергии и уравнение Максвелла для теплового потока

ВТ Bit
с—  +  d iv ^  =  0, i f  +  =  — AgradT, (1)

где t -  время; T -  температура; i f  -  вектор удельного теплового потока; A -  коэффи­
циент теплопроводности; с -  объёмная теплоёмкость; у -  время релаксации теплового 
потока. Фазовую границу (далее -  ФГ) кристаллизации моделируем поверхностью 
сильного разрыва f(x , у, z, t) =  0, где x ,y ,z  -  прямоугольные декартовы координаты 
в трёхмерном пространстве с ортонормированным базисом %£ , е =  1,2,3. Счита­
ем, что вершина дендрита движется прямолинейно вдоль оси х в отрицательном 
направлении, справа налево. Ортогональный базис i f , i t , b соответствует касатель­
ной, главной нормали и бинормали к поверхности роста. Вектор внутренней нормали 
i t  =  grad //]grad /1 направлен в сторону кристаллической фазы. Единичный вектор 
касательной i f  указывает положительное направление отсчёта дуговой координаты 
s от вершины к периферии дендрита. Вектор бинормали b =  i f  х i t  вместе с i f , i t  
образует правую систему векторов. Скорость перемещения поверхности роста равна

N i t ,
N = _ 8 f/m

I grad /1 ( 2 )

Дифференциальные уравнения (1) являются следствием интегральных законов

57



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

сохранения (их запись здесь не приводится). Динамические условия совместности 
на поверхности сильного разрыва выводим стандартным образом из интегральных 
законов сохранения

N{u] =  Ы  +  Q, N { t } =  {V}Tt,  Q =  l ( n  + j — '] , (3)

u =  J c(T)dT; (T) =  j f
0

где фигурные скобки -  символ скачка функции при переходе через разрыв; qn -  
нормальная составляющая теплового потока; L -  теплота фазового перехода едини­
цы объёма вещества. В касательном и бинормальном направлениях имеем нулевые 
скачки теплового потока: {дД =  0, {<#,} =  0. Подробный вывод условий (3) и ана­
лиз кинематических предвестников боковой ветви дендрита изложен в [7]. Направле­
ние i t  характеризуется локальными углами наклона нормали к координатным осям 
в£ =  (i t , i£). Учитывая направление роста, заключаем, что доминирующая роль 
принадлежит угловой координате в\ =  в. Известная кинетическая связь

Й  =  М(Те - Т Д ,  Те =  Тс[1 — (UK/L)] (4)

определяет нормальный механизм роста дендрита из расплава. Здесь Те -  темпе­
ратура равновесия между твёрдой и жидкой фазами; Т) -  температура кристал­
ла за фронтом сильного разрыва; Тс -  равновесная температура кристаллизации; 
Те—Тj -  переохлаждение на ФГ; U -  поверхностная энергия границы раздела фаз; К  -  
средняя кривизна ФГ. Вид функции М(Те — Tj) зависит от разнообразных физико­
химических процессов [2].

Общая постановка тепловой задачи для однокомпонентной системы заключается 
в том, чтобы решить в каждой фазе уравнения теплопереноса, для которых заданы 
следующие граничные условия:

1) условия (3) и (4) на неизвестной поверхности дендрита;
2) условия теплообмена системы «расплав -  твёрдая фаза» с внешней средой.
Ясно, что даже двухмерная нестационарная задача очень сложна.
Рассмотрим более простой (полуобратный) подход к проблеме, позволяющий вы­

яснить многие существенные детали процесса формирования линии роста дендрита. 
Для этого разделим решение на два этапа:

1) кинематическая задача о построении фазовой границы f ( x ,y , t ) =  0 на основе 
уравнения (2), в котором функция N  задана до построения решения основной задачи;

2) динамическая задача о тепловом поле, содержащем сильный разрыв 
f ( x ,y , t ) =  0; этот вопрос составляет предмет отдельного исследования.

В данной работе мы рассматриваем двухмерную задачу: (х ,у ) -  прямоугольные 
декартовы координаты, если ФГ плоская двухмерная; у -  радиальная координата, 
если ФГ обладает осевой симметрией. Будем изучать кинематические свойства ли­
нии роста дендрита, предполагая, что N =  N(t , в) и априорно задавая физически 
содержательные зависимости N от угловой координаты. Известно, что такой под­
ход оказался плодотворным в задачах отыскания форм тел, которые подвергаются 
аэродинамическому нагреву и уносу массы с обтекаемой поверхности; библиография
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этой проблемы приведена авторами [1; 5; 6]. В далвнейшем исполвзуем некоторые 
математические резулвтатв1 этих работ и дадим им новую физическую интерпрета­
цию, рассматривая свойства линии раздела «расплав -  кристалл». Будет показано, 
что простое исходное предположение о зависимости скорости N  от локалвного угла 
наклона в даёт нетривиалвнвге резулвтатв1 о поведении линии роста. Данный факт 
объясняется тем важным обстоятелъством, что функция N(t, в) содержит неявным 
образом информацию о кривизне линии роста: для двухмерной ФГ (плоской либо осе­
симметричной) выполнено равенство дв/ds =  £Д, где £Д -  первая главная кривизна. 
Справедливости этой формулъ1 устанавливается непосредственнъши аналитически­
ми вычислениями.

Для размерного и безразмерного уравнения (2) применяем одинаковую форму 
записи, полагая х —> х', у —> у', t —> t', N  —>• N', х =  х'хь, у =  у'уь, t =  t'U, N =  N'Nb, 
Nb =  Хь/tb, где нижним индексом b отмеченъ1 масштабъ1 координат, времени и скоро­
сти. Штрих, который относится к безразмерным переменным, далее не пишем. Все 
въгаисления въшолненъ1 в безразмернъ1х переменных. Для твёрдой фазъ1 темпера- 
туру Tj и тепловой поток qnj на линии роста определяем из условий динамической 
совместности (3). При проведении расчётов изучаем наиболее простой вариант, когда 
тепловое состояние расплава однородное: д* =  О, Т* =  const, Т* < Тс. Теплофизиче­
ские свойства расплава и кристалла берём постояннъши. Это допущение оправдано 
тем, что оно относится к уже сформировавшемуся силъному разръшу.

Эволюция двухмерного контура линии роста. Запишем уравнение ФГ, 
въщелив явно поперечную координату

у =  F(x,t); N =  — Ft/G < 0, cos 0 =  Fx/G > 0;

G =  | grad /1 =  [1 +  (ДД2]1/2, Ft =  dF/dt, Fx =  dF/dx.

Допустим, что скорости ФГ в каждый момент времени зависит от cos в

N =  Ai(t)Bi(Fx) +  A2 (t)F)2(Fx); A i ( t ) > 0 , t > 0 .  (5)

Это въгражение мы принимаем для болъшей общности аналитического решения 
уравнения роста (2). В физическом отношении основной интерес представляют вари- 
антъ1 £>2(Т/) =  0 и £>2 (ГД =  const Д 0. Дифференциалъное уравнение для функции 
F (x ,t ) имеет вид

Ft + A 1 (t)D1 (Fx) +  A2 (t)D2 (Fx) =  0, £ /  =  BiG, D 2 =  D2G. (6)

Значит, нужно решитъ задачу Коши: определитъ интегралъную поверхности 
уравнения (6), проходящую через заданную кривую: t =  0, у =  F q (x ) =  F(x, 0). 
Следуя алгоритму [6], запишем полный интеграл уравнения (6)

i(t)dt, / 2 =  [  A2 (t)dt, 
Jo

где С\, С2 -  произволиные постоянные. Возимём началиную кривую в параметриче­
ском виде: t =  0, х =  h, у =  F0(h) где h -  параметр; F q (K )  Д 0. Значит, при t =  0

F  +  ПДсД/ДД +  D2 (ci) / 2(i) — C\X — C2 — 0, /1 — [  A
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имеем F0(h) — C\h — С2 =  0. Дифференцируем эту формулу по h: Fq(1i) =  С\. Тогда 
находим С2 =  F0(h) — hF^h), что позволяет указать однопараметрическое семейство 
поверхностей

F  +  D^F'ih^hit) +  D2 [F'(h)]f2 (t) -  xF'0(h) -  F0(h) +  hF'(h) =  0.

Продифференцировав это выражение по параметру h, получим D[fi  +  D'2f 2 — ж+ 
+h  =  0, D[ =  dDi/dFy, D 2 =  dD2/dF[). Итогом вычислений является параметриче­
ское уравнение контура ФГ

X =  h + D [ [ F ' ( h ) ] m  +  я ' д а ш * ) ,

F =  F0(h) +  (D[F'(h) -  Di)fi(t) +  (D'2F'(h) -  D 2) f 2 (t).

Рассмотрим сначала случай, когда в формуле (5) B2(FX) =  0. Тогда Д > 0 удобно 
применять как аналог времени t > 0: это даёт возможность не конкретизировать 
функцию Ai(t), которая описывает реономные свойства ФГ. Пусть исходной является 
цилиндрическая поверхность у2 +  (1 — х )2 =  1

F0(h) =  л/1 -  (1 -  h)\ /3 =  F^(h) =  ( l - h ) / F 0(h), h e (  0,1],

x =  h +  ДПД/3), F =  F0(h) +  [D'M/3 -  A ] / , ,  D[ =  dDi(f3)/dj3.

Значение h =  0 соответствует вершине дендрита, h =  1 -  границе её конечной 
окрестности. На плоскости (х ,у ) радиус кривизны контура для данного процесса 
роста равен

R =  Rii\l +  f 1F^h)d2D 1 (f])/d^\,

Ro =  R{t =  0) + (n ? r 2
Fo(h)\ ’ 0

-1
i f

(1 -  К)2
F0

Верхняя часть дуги полуокружности: F0(h) > 0, F^{h) < 0; нижняя часть дуги 
полуокружности: F0(h) < 0, F^{h) > 0. Поведение R/Ro с течением времени (т. е. при 
росте /1 > 0) зависит от свойств произведения F{J(h)d2Di/d(32 . Для определённости 
работаем с верхней частью дуги.

Вариант, 1: монотонная зависимость N  от угла в. Допустим, что

В\ — (Hi — А2) +  2А2 cos2 в , B2(Fx) =  0, А\ < 0 , в Е (0 ,90°].

Здесь мы рассматриваем режим роста, при котором \N\ зависит от cos в квадра-

тичным образом:
дв

A2sm29. Случай \N\ ~  (cos в)* k > 1 изучен в [7]; при
к =  1 решение уравнения уноса массы получено в [5]. Если А\ < А2 < 0, то при росте 
в модуль \N\ убывает; если А\ < (—А2) < 0, то при росте в модуль \N\ возрастает. 
Очевидно, что возрастание угла в означает удаление от вершины дендрита. Итак, в 
данном случае

60



Физика, математика, техника, технология

By
a\ +  by(Fx)

G2

2

5 D M
d\ +  by/32

(1 +  /32)1/2’
щ — Ai — A2 ,61 — Ai +  A 2- (7)

Если h =  +0, to /3 —У oo, D'-уф) —> bi, (/3D[ — Dy) —>• 0, причём знак величины 
FF(h)d2Dy/d(32 на вершине дендрита совпадает со знаком суммв1 Ai +  ЗА2. Таким 
образом, существует пороговое соотношение Ау +  3А2 =  0 между параметрами Ai и 
А2, определяющими скорости и форму линии роста. Если \N\ при росте в убывает 
(А2 < 0) либо растёт не слишком силвно (0 < ЗА2 < (—АД), то FL(h =  0, fy)/Ro(h =  0) 
убывает с течением времени; в этих двух случаях на плоскости (х ,у ) ФГ имеет вид 
клина, затупленного по дуге окружности, причём радиус этой окружности уменв- 
шается с ростом t. Если по мере удаления от вершины \N\ увеличивается, причём 
(—ЗА2) < Ау < (—А2) < 0, то на вершине дендрита радиус затупления растёт с 
течением времени.

Вариант, 2: немонотонная зависимости N  от угла в. Допустим, что
N =  Ay (t)By (Fx), Ay (t) > 0, t > 0; By (Fx) =  B01 +  Byy sin в +  B2y sin3 9, sin 9 =  1/G, 
9 E  (0,90°]. Основным здесь является случай В0у+Вуу+В2у < 0, 0 < Вц < (—9)A?2i/ 4, 
Boy < 0, когда существует максимум функции By при 9 =  9р 0 < sin2 (9* =  
=  (—Вуу/ЗВ2у) < 1. Расчёты показали, что остальные возможные виды немонотонно­
сти (максимум при 5 ц  +  5 21 < 0 и два случая, когда существует минимум) не имеют 
физического смысла. Таким образом, Dy(f3) =  В01(1 +  /З2)1/2 +  Вуу +  [В21/(1 +  /З)2], 
причём ясно, что [/ШД/З) — Dy((3)\ —>■ (—Вуу) при /3 —У оо, т. е. при h =  +0. На вер­
шине дендрита радиус кривизны контура ФГ увеличивается с течением времени. В 
точке 9 =  9* имеем

F *2 = —(Вуу + ЗВ21)/Вуу, /3* =  1/ tg 9*, (1 — /г,*)2 =  /32/(1  +  /З2),

d2Dy(Fx) _  Boy 2В2 1(4:Вуу + 9В21)
d(Fx)2 F*=F* ~  (1 +  F *2)3/2 “  Вуу (1 +  F *2)3 <

Следовательно, в точке максимума образующая контура ФГ спрямляется, 
В —У оо.

Приведём результаты численного моделирования процесса роста при By < 0, 
В2 =  const. Безразмерные (относительные) величины, определяющие тепловое со­
стояние ФГ

____ Ъ_
(Q j ) t = 0 ,h =

Т,
XI

Tj
( T j ) t = 0 ,h = .

N. N3

( N j ) t= o ,h =
И т. и.

XI
Исходный контур -  парабола х =  ау2Ь, а > 0, 26 > 1. В соответствии с этим имеем

а д = ( 0 ) 1/ж; ^ ( О . м .

В физическом отношении представляют интерес три случая:
1) если 0 <  (1/6) < 1, то K 0(h =  0) =  0 (плоская вершина дендрита);
2) если (1/6) =  1, то K 0(h =  0) =  2а (конечная кривизна вершины дендрита);
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3) если 1 < (1/6) <  2, то Ko(h =  0) —> ос («игла» на вершине дендрита).
Таким образом а, Ъ -  параметры формы исходного контура; Х\ характеризует 

размер носика дендрита. Расчёт выполняем от h  =  Х\ > 0 в сторону h =  +0, 
т. е. идём от периферии к вершине. В качестве примера в (5) была взята функция 
Ai(t) =  A n exp(—гр), ДС > 0, Г1 > 0. Она определяет скорость вершины. Уско­
ренное движение: А п < 0, dA\/dt >  0; замедленное движение: Ап > 0, dA\/dt <  0. 
Большое практическое значение имеет вибрационное воздействие на расплав либо 
на твёрдую фазу [3] и указанную там библиографию. Учитывая это обстоятельство, 
был рассмотрен модельный пример, когда A2 (t) =  d2 sinp2t, f 2(t) =  a 2( l  — cosp2t)/ p2\ 
]v42(̂ )I <  Ai(t). Для представленных ниже вариантов расчётов приняты такие зна­
чения входных параметров процесса: Х\ =  1, В2 =  1; a =  2; АД =  l;r*i =  1; 6i =  — 1; 
6 = 1 .  На piic. 1 и 2 показаны форма линии роста и типичные зависимости кривиз­
ны, скорости и теплового потока от продольной координаты х для последовательных 
моментов времени t\ =  0, t2 — 0,25, ts =  0,5, <4 =  0,75, Д =  1. Различия между 
ускоренным и замедленным режимами движения хорошо видны: на стадии ускоре­
ния/замедления значения N:i и qj на периферии дендрита возрастают/убывают с 
течением времени. Наложение колебаний в значительной степени снижает неодно­
родность ускорения (dN/dt)j вдоль линии роста (эти графики здесь не приводятся). 
Важным результатом воздействия колебаний является значительное расширение ин­
тервала значений Qj (рис. 3). Следовательно, под влиянием вибраций скорости про­
исходит интенсификация теплопереноса в твёрдой фазе.

Рис. 1 . Морфологические и тепловые свойства линии роста дендрита: ускоренное 
движение (А\ \ = —0,3); в начальном состоянии вершина имеет конечную кривизну
Fig. 1. Morphological and thermal properties of the dendrite growth line: accelerated 

movement (Ац = —0,3); originally the apex has finite curvature
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К

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 х

Рис. 2. Морфологические и тепловые свойства линии роста дендрита: замедленное 
движение (Л\\ =  0, 3); в начальном состоянии вершина имеет конечную кривизну
Fig. 2. Morphological and thermal properties of the dendrite growth line: decelerated 

movement (Axx = 0,3); originally the apex has finite curvature

Рис. 3. Тепловые свойства линии роста дендрита: суперпозиция одного цикла колебаний 
(ах = 0,2) с ускоренным (а) и замедленным (б) движениями вершины: 

а -  Ахх = —0,3; б — Ахх =  0,3
Fig. 3. Thermal properties of the dendrite growth line: superposition of oscillations (ax = 0,2) 

with accelerated (a) and decelerated (b) apex movements: 
a -  Axx = —0,3; 6 — Axx =  0,3

Равномерно растущая фазовая граница. Пусть N = A(t); процесс осесим­
метричный, у -  радиальная координата; тогда, имеем уравнение для ФГ: х =  F (y ,t ), 
N = Ft/( 1 +  (Fy)2)1/2 =  A(t) < 0. Вместо t возьмём в качестве временной коорди­
наты A: A(t) =  f* A(t)dt, t >  0. Уравнение для ФГ х =  F (y ,A ) становится таким: 
(dF/dA)2 =  1 + (dF/dy)2. Сделаем замену переменных, принимая А =  А(х,у) за
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неизвестную функцию dF/dA =  1/(дА/дх), dF/dy =  — (8 F/dA)(dA/dy) и получим 
уравнение эйконала

(дА/дх)2 +  (дА/ду)2 =  1.

Решение этого уравнения берём в виде [1]

х hT
2 ar'0(h)

л Л + W F
У r0(h) ±

2 a

V T + F F '

А =  2 a; a < 0; h > h l; a =  0, x =  h, y =  r0(h),

где h -  параметр, h1 -  его началвное значение; a -  аналог времени; в расчётах бвш 
принят нижний знак. В данном классе решений ФГ равномерно (по отношению к 
аргументу А) растёт со всех сторон. Обсудим резулвтатв1 численник расчётов. На- 
чальный профили задан в виде г$(К) =  Ro(h) +  8(h) , где Ro(h) -  основной контур; 
8(h) -  малое, но конечное возмущение. В физическом отношении интерес представ­
ляет случай Ro(h) =  R\hl n̂i, R\ > 0, h > h1.

Были рассмотреть три варианта: 1) парабола, для которой 1 < П\ < 2, h1 > 0; 
2) конус П\ =  1, h1 =  0; 3) игла, П\ > 2, h1 > 0. Bni6op постоянных R\, П\ определя­
ет форму контура. Возмущение 8 (h) =  фехр[—k\(h — Ж1)2] cosw(h — ад), X\ > h1, 
|̂ i | < Ro(h =  X\), локализовано на конечном удалении от вершинв1 дендрита в 
окрестности точки х =  Х\ > 0. Если ф < 0, то имеем впадину; если ф > 0, то имеем 
ввгступ на исходной линии роста. Здесв к\ > 1 -  параметр затухания возмущения 
вдолв линии контура; ш -  частота колебаний. Цели ввшислений: построитв на плос­
кости (х, у) контур х =  x(h, а), у =  y(h, а) для последовательных значений a < 0. Та­
кое параметрическое решение определяет поведение линии роста с течением времени: 
исходный контур перемещается вверх и влево. Расчёты показали, что для всех трёх 
вариантов (парабола, конус, игла) исходный контур Ro(h) в качественном отношении 
одинаково, независимо от знака ф, реагирует на возмущение кривизны линии роста. 
А именно: при ф ф 0 появляется предвестник боковой ветви дендрита, зависимость 
х А— > у становится неоднозначной. Этот вывод справедлив для апериодического воз­
мущения (а; =  0), а также для периодического затухающего (kf > 0) и незатухающего 
(kf =  0) возмущений. На рис. 4 показана эволюция игловидного и параболического 
контуров (сплошные линии) под влиянием затухающего периодического возмущения 
оц =  —0, 05; «2 =  —0, 5; сиз =  —2; a4 =  —4; R\ =  1; к\ =  2; ш =  1; Х\ =  5. Данный ре­
зультат в качественном отношении соответствует экспериментальным наблюдениям 
процесса формирования боковой ветви дендрита при росте льда в переохлаждённой 
воде [8].
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Рис. 4‘ Равномерный по А рост линии дендрита и появление предвестника боковой ветви:
а -  на возмущённой игле, п\ =  10,5\ =  0,5 (выступ); б — на возмущённом конусе,

7ii =  1,5,Ji =  —0,5 (впадина). Стрелка указывает направление эволюции во времени
Fig. 4. Uniform growth of the dendrite line and the appearance of the harbinger of the side 

branch: a -  on the disturbed needle, n\ =  10, Si = 0 ,5  (protrusion); b -  on the disturbed cone, 
n\ =  1,5, <5i =  —0,5 (depression). Arrow indicates the direction of evolution in time

Заключение. Получено аналитическое решение уравнения роста (6) для мо­
нотонной и немонотонной зависимостей скорости N  от локального угла в наклона 
нормали к линии двухмерного контура. Обнаружено, что вибрация скорости фазо­
вой границы кристаллизации приводит к интенсификации теплопереноса в твёрдой 
фазе. Установлено, что возмущение кривизны линии роста (выступ либо впадина) 
генерирует предвестник боковой ветви дендрита.
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The growth of a dendrite in a unicomponent overcooled melt is studied. The phase boundary 
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boundary velocity depending on the angle between the normal and the growth line. The time 
evolution of the two-dimensional contour of the phase boundary was studied both analytically 
and numerically. The shape of the growth line, its curvature, velocity and heat flux in the 
solid phase were studied as well. With respect to the problem of the vibration effect on the 
crystallization process, the influence of phase boundary velocity fluctuations on the heat transfer 
intensification is considered. The calculations showed strong sensitivity of the heat flux to changes 
in the vibration amplitude. The uniform (with account to the special time coordinate) growth 
of a two-dimensional axially symmetric contour of dendrite is considered. The case when the 
original line suffers a perturbation localized at a final distance from the vertex is analyzed. It is 
established that the perturbation of the growth line curvature (a protrusion or a dent) induces 
a harbinger of a side branches of an axon. Its geometrical image is the point of intersection of 
the time-evolving the contour line. The applied aspects of the report refer to the methods of 
high-speed solidification of melts and obtaining new functional materials.

Keywords: interface evolution, morphological stability, crystal growth velocity, side branch
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Управляющая система мехатронного завинчивающего агрегата на основе
нейроструктур с нечёткой логикой

В статье представлена система автоматического управления мехатронным завинчиваю­
щим агрегатом с элементами искусственного интеллекта и развитой информационной сре­
дой. Система использует гибридный принцип управления на основе нейросетевых струк­
тур и известных блоков ПИД-регулирования. Нейронная сеть сформирована на принципах 
нечёткой логики. Разработаны действующие модели сборочных установок для автомати­
зации операций завинчивания мелкоразмерного крепежа мехатронной завинчивающей го­
ловкой с автоматической системой управления её режимами работы и технологического 
оборудования с ЧПУ. Серия экспериментальных исследований работоспособности разра­
ботанной системы управления показала высокую эффективность выполнения сборочных 
операций. Предлагаемая система обеспечивает возможность построения высокоточных си­
стем управления процессом сборки резьбовых соединений с максимальным контролем его 
параметров и условий реализации.

Ключевые слова: автоматическое управление, нейронная сеть, ПИД-регулятор, резь­
бовые соединения, обратная связь, шаговый двигатель, сборочная головка

Проблемы автоматического управления универсальными завинчивающими агре­
гатами связаны с неустойчивостью крепёжных деталей данного класса в начальный 
момент сопряжения из-за возникающих при этом изгибающих усилий. Подавление 
или минимизация этих усилий возможны тремя путями [1; 3]:

1) повышением радиальной жёсткости технологической системы завинчивающего 
агрегата;

2) обеспечением соосности деталей собираемой группы;
3) нейтрализация изгиба осевым усилием.
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Однако большинство известных в настоящее время автоматических завинчиваю­
щих устройств основано на энергетике пневмо- или электроприводов и оснащаются 
только датчиками крутящего момента для контроля затяжки. Польские исследова­
тели представляют систему управления с нейросетью, построенной на основе матема­
тической модели процесса завинчивания [8]. Однако данная модель имеет также один 
информационный параметр в виде крутящего момента и некоторых его портретов, 
характерных для определённых ситуаций, приводящих к бракоопасным ситуациям 
[2; 6]. Отсюда желательно, чтобы информационная система агрегата имела бы более 
развитую сенсорную систему и включала бы датчики скорости и крутящего момента, 
осевого и изгибающего усилий.

Данная работа ориентирована на разработку системы управления режимами ра­
боты мехатронного завинчивающего агрегата с адаптивным нейроуправлением при­
водами главного движения и подачи с целью стабилизации процесса завинчивания, 
повышения точности положения крепёжной детали и параметров затяжки соедине­
ния.

Анализ динамических явлений, происходящих в технологической системе завин­
чивающей машины должен решаться на основе параметрической схематизации про­
цесса, который можно разбить на два укрупнённых этапа (перехода): наживления 
и окончательного сопряжения. Этап наживления является более сложным и мало­
устойчивым, в силу того, что в нём проявляются изгибающие усилия, стремящиеся 
сместить ось инструмента (крепёжной детали) относительно оси отверстия. Таким 
образом, реализация всех переходов сборочного процесса в расширенной информаци­
онной среде должна базироваться на принципе развитых сенсорных систем в составе 
мехатронных модулей, описанном в работах [3; 5; 6].

При создании управляющей системы объектом исследования становится сама си­
стема, так как она напрямую воздействует на формирование величины крутящего 
момента. Для получения удовлетворительного результата необходима такая система, 
которая не только управляет процессом завинчивания, но и устраняет неблагопри­
ятные условия сборки.

Поэтому САУ оснащена системой датчиков, контролирующих входные парамет­
ры -  Мкр, Ри, и выходные или управляемые -  V и Vs (рис. 1).

Модификация следящей системы блоком нейросетевой адаптации параметров ре­
гулятора произведена на основе гибридного нейро-ПИД управления. Данный метод 
подразумевает совместное функционирование классического ПИД-регулятора и ней- 
росетевого модуля, который реализует алгоритм параметрической адаптации. Функ­
циональная схема гибридного нейроуправления представлена на рис. 1. На схеме 
датчики технологической системы контролируют частоту вращения шпинделя ш, 
крутящий момент Мкр и изгибающий момент, возникающий при завинчивании кре­
пежной детали. Шаговые электродвигатели завинчивающей головки управляются 
микроконтроллером МК через соответствующие драйверы. Электронная схема ПИД- 
регулятора принимает сигнал с датчика частоты вращения и вырабатывает сигнал 
коррекции в цепь управления ШД. Сигналы с датчиков Мкр и Ри воспринимают 
преобразователи, и через блоки выделения производных ВВП они поступают в ком­
пьютер ПК, где установлена программа с нейросетью. На выходе нейросети (НС) 
формируются сигналы коррекции скорости главного движения V  и скорости подачи 
Vs, которые поступают на входит МК.
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Рис. 1. Функциональная схема следящей системы с гибридным нейро-ПИД управлением 

Fig. 1. A functional diagram of a tracking system with a hybrid neural-PID control

В основе алгоритма блока адаптации параметров регулятора лежит трёхслойная 
нейронная сеть прямого распространения, изменение весовых коэффициентов кото­
рой происходит по градиентному методу обратного распространения ошибки.

Взаимодействие искусственной нейронной сети с обратным распространением 
ошибки и традиционного ПИД-регулятора может эффективно решать задачи, свя­
занные с недостаточной определённостью параметров ПИД-управления. Это объяс­
няется возможностью НС аппроксимировать любую нелинейную функцию простотой 
структуры сети и особенностями алгоритма обучения [4; 7].

На первом шаге происходит идентификация весов малыми случайными величи­
нами в диапазоне. В зависимости от рассогласования в системе изменяется параметр 
скорости обучения. Пока присутствует ошибка и если она увеличивается, то коэффи­
циент скорости обучения умножается на понижающий коэффициент. В случае, если 
ошибка уменьшается, то скорость обучения умножается па повышающий коэффи­
циент. После этого происходит прямое распространение сигналов от входного слоя к 
выходному. Информация, поступившая на входной слой на к-й итерации, передаётся 
веем нейронам среднего слоя без изменений.

Затем, когда все весовые коэффициенты скорректированы, снова проходит пря­
мое распространение сигналов от входов НС к выходам, и т. д. За счёт постоянного 
корректирования параметров обучения и весовых коэффициентов нейро-ПИД ре­
гулятор адаптируется к изменениям параметров ОУ, основываясь на измеренных 
значениях показателей состояния системы.

Нейронная сеть сформирована на принципах нечёткой логики. Логика формиро­
вания управляющих сигналов для приводов сборочного модуля подчиняется пред­
варительно установленной совокупности чётких или нечётких правил. Параметры 
этой совокупности в значениях функций желательности будут представлены ниже в 
соответствующей таблице.

Если рассмотреть каждый из параметров, контролируемых датчиками системы, 
то можно установить три основных уровня сигналов, которые могут проявиться в 
ходе процесса. Например, если контролируется крутящий момент, то его векторы 
изменения можно оценить трендом: Мкрф Мкр-н-, Мкрф где первое означает рост 
уровня, второе -  стабильное значение, третье -  снижение уровня.
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Для этого достаточно выделять в логических блоках производные каждого па­
раметра и оценивать знаки производных: (+, 0, - )  соответственно. Тогда стратегию 
управления можно описать системно в форме определённой совокупности логически 
необходимых взаимосвязей управляемых и входных параметров (V , Vs) =  U{Ри, 
Мкр), где U -  совокупность векторов входных параметров системы.

Построение нейросетевого блока производилось в редакторе нейронных сетей «1,0 
Ы». Была реализована сеть по структуре 5-5-3-2, представленная на рис. 2 [2]. На 
первые три входа подаются сигналы производных от датчика изгибающего усилия, 
а на два остальных -  сигналы M xpf и Мкр),. С выходных точек снимаются сигналы 
соответственно скорости главного движения V  и скорости подачи Vs.

Сеть О программе

v  Реэуътаты | У стоке** 06y«ewe

Neuroeditof
выполнено итераций 16286 
Конечна* ошибка 0.0199999956761593 
Минимальна* ошибка 0,0199999956761593

га  Отображать 
ш  хев обучек«
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игера*»Л 10000 
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Рис. 2. Структура нейросети (а) и процесс её обучения (б)

Fig. 2. The neural network structure (a) and the process of learning (6)

Для обозначения степени принадлежности векторов входных сигналов к соот­
ветствующим векторам выходных использовались числовые значения: 1 -  связь яв­
ляется основной и чётко определена; 0,8 -  свойство используется всегда, однако не
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является основным при принятии решения; О, 1...0,2 -  свойство имеет косвенное отно­
шение к ввтходному сигналу; 0 -  не учитвшается при принятии решения. Указанные 
соотношения представлены в таблице.

Таблица

Значения предпочтительности связей вход-выходных сигналов

Выход производных Выходных сигналов
Выход сигналов V st V s еэ Vs i У t V  о и ;

м к р t 1,0 0,8 0 1,0 0 0
М кр еэ 0,2 0,8 0,2 0,2 0,8 0,1
М кр 4_t 1,0 0,8 0 0 1,0 0,1

Ри
M KPt 0 0,8 0,2 1,0 0,1 0

М кр еэ 0,1 0,8 0,2 0,1 0,8 0,1
м кр 4_t 0,1 0,8 0,1 0 0,2 0,8

p u t
м кр t 0,2 0,8 0 1,0 0,1 0

М кр еэ 0,2 0,8 0 1,0 0,1 0
М кр 4t 0,1 0,8 0,1 0 0,8 0,2

Коэффициенты предпочтительных соотношений необходимы для настройки ней­
росети перед её обучением. В соответствии с адекватностью реакции нейросети на 
совокупности входных сигналов, коэффициенты могут корректироваться. После обу­
чения нейросети производилась проверка её реакции на различные знаки векторов 
входных параметров. На рис. 3 приведены фрагменты таких испытаний. На первом 
фрагменте показан результат реакции скорости главного движения на изменение 
крутящего момента при условии, что величина изгибающего усилия растёт. Видим, 
что при росте Мкр скорость тоже растёт и выходит на уровень, установленный тех­
нологическими рекомендациями.

На втором фрагменте показана реакция скорости подачи при переходе крутящего 
момента от падающих значений (отрицательная производная) к растущим (положи­
тельная производная). Видим небольшой перебег скорости подачи, а затем снижение 
к скоростям, соответствующим движению по шагу.

После окончательной сборки экспериментальной установки и монтажа системы 
управления и отладки этой системы производились серии испытаний по завинчива­
нию винтов самонарезающих 2,5 х 6 серии 7811-7175 в гладкие отверстия образцов 
высотой 5 мм из винипласта. Испытания системы проходили в трёх режимах:

1. В режиме работы приводов головки от микроконтроллера без обратных связей 
от сенсорной системы.

2. Режим работы с ПИД-регулятором и обратной связью с микроконтроллером 
по скорости подачи.

3. Режим работы с ПИД-регулятором и нейроуправлением.
Показателем качества работы системы является устойчивость всех фаз процесса 

сопряжения отверстия с крепёжным элементом, что сказывается на качестве получа­
емого соединения. Последнее, в свою очередь, характеризуется такими показателя­
ми, как: плавность хода процесса завинчивания, отсутствие срывов начальных ниток 
резьбы, минимальные значения начальных угловых перекосов и поперечных изгиба­
ющих сил.
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Рис. 3. Фрагменты испытаний нейросети: реакция скорости главного движения на Мкр
(а); реакция скорости подачи на Мкр (б)

Fig. 3. Fragments of the neural network tests for reactions to torque: the speed of the main 
movement (a); the reaction of the machine tool supply (6)

Одним из наиболее важных показателей процесса сопряжения и получаемых со­
единений является величина крутящего момента.

На формирование крутящего момента косвенным образом влияют угловые пе­
рекосы винтов, неустойчивое положение винта в начальный момент времени, про­
ворачивание приводной головки (срыв шлица) и другие внешние воздействия. Эти 
величины носят, как правило, вероятностный характер.

Очевидно, что чем меньше угол первоначального перекоса, тем устойчивее кре­
пёжная деталь, завинчиваемая в гладкое отверстие. Вероятностный характер переко­
са приводит к неустойчивости углового положения детали и нестабильности процесса 
завинчивания. Поэтому задачей системы управления является повышение качества
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процесса путём контроля входных параметров САУ, их анализа и выработки необ­
ходимой стратегии управления скоростями главного движения и подачи.

Для реализации серии экспериментов бвши подготовленв1 rpynnni образцов и со­
ответствующая технологическая оснастка. В данной части исследований приводятся 
даннвге об эффективности работв1 САУ в различных режимах. При этом производи- 
ласв записи в памяти компвютера данник о значениях изгибающих и осеввгх усилий, 
скорости и крутящего момента для каждого завинчивания. По этим даннвш строи- 
лисв соответствующие графики и поля распределений статистически связанных ве­
личин. На рис. 3 приведенв1 даннвге по проведённвш экспериментам. В каждом из 
трёх исследуемвгх режимов производили по 20 завинчиваний. На рис. 4а представле- 
нв1 поля рассеивания одновременно контролируемых изгибающего и осевого усилий. 
Видно, что при работе системв1 от МК без обратных связей поле рассеивания наи- 
болвшее. Это объясняется неуправляемостъю процесса и несогласованностъю усилий 
ввиду отсутствия информации о величине Ри. Исполъзование ПИД-регулятора при­
мерно в 3 раза сужает области рассеивания и приводит к более тесной взаимосвязи 
усилий. При действии нейрорегулятора области уплотняется ещё болише и по срав­
нению с первым режимом уменишается примерно в 10 раз. Таким образом, осевое 
усилие, вызванное управляемой скоростию подачи на основании информации об из­
гибающей силе, значителино повышает устойчивости процесса и его качество.

На рис. 46 показаны эксперименталвные кривые взаимосвязи изгибающего уси­
лия от скорости главного движения при различных режимах работы САУ. В пер­
вом режиме наблюдается значителиная чувствителиности величины Ри от скорости. 
Таким образом, любые изменения положителиного градиента скорости приводят к 
резким скачкам усилия. Это связано с крайней неустойчивостию началиного положе­
ния крепёжных деталей, что требует дополнителиных мер к воздействию на процесс. 
Введение ПИД-регулятора снижает чувствителиности Ри к скорости завинчивания 
примерно на 28-36 %, однако она всё ещё остаётся доволино значителиной.

В третием режиме чувствителиности снижается до незначителиных величин, и 
скорости практически перестаёт влияти на формирование изгибающей силы.

Кроме приведённых экспериментов исследовалиси качественные характеристики 
переходных процессов в системе с нейрорегулятором. Сравнивая резулвтаты работы 
системы при трёх разных способах управления, можно сделати вывод о том, что на­
личие ПИД-регулятора увеличивает плавности переходного процесса и на 25-30 % 
снижает перерегулирование. Снижается также колебателиности процесса и время 
установившегося режима. Наличие в системе нейроблока снижает величину перере­
гулирования до 2,5-3,2 %. В случае с нейроуправлением адаптация системы к из­
менению момента инерции происходит быстрее. Об этом можно судити по величине 
перерегулирования при увеличенном моменте инерции и амплитуде колебаний при 
уменишенной инерционности.
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Рис. 4■ Результаты измерений изгибающих усилий в технологической системе в 
статистической связи: с осевым усилием (а); со скоростью завинчивания (б)

Fig. 4 • The results of measurements of bending forces in the technological system in statistical 
connection: with axial force (a); with the speed of screwing (6)

Заключение. Основные научные и практические результаты состоят в следую­
щем:

1. Разработаны действующие модели сборочных установок для автоматизации 
монтажных операций для мелкоразмерного крепежа на основе мехатронной завин­
чивающей головки с автоматической системой управления её режимами работы и 
технологического оборудования с ЧПУ.

2. Изготовлены электронные компоненты САУ, включающие систему управле­
ния мехатронной головкой, регуляторы и компьютерную часть с соответствующей 
программной поддержкой.
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3. Наличие в САУ ПИД-регулятора увеличивает плавности переходного процесса 
и на 25-30 % снижает перерегулирование. Снижается также колебателвноств процес­
са и время установившегося режима.

4. Наличие в системе нейроблока снижает величину перерегулирования до 2,5— 
3,2 %. В случае с нейроуправлением адаптация системв1 к изменению момента инер­
ции происходит бвгстрее. Об этом можно судитв по величине перерегулирования при 
увеличенном моменте инерции и амплитуде колебаний при уменвшенной инерцион­
ности.
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The Control System of Mechatronic Screwed Assembly on the Basis 
of the Neural Structure with Fuzzy Logic

The article presents a system of automatic control mechatronic screwing machines with 
elements of artificial intelligence and developed information environment. The system uses a 
hybrid control principle based on neural network structures and known PID control units. Neural 
network is formed on the principles of fuzzy logic. We developed the functioning models of 
assembly plants for automation of operations of screwing of small-sized fasteners by mechatronic 
screw-head with automatic control system of its modes of operation and CNC technological 
equipment. A series of experimental studies of the efficiency of the developed control system has 
shown a high efficiency of assembly operations. The proposed system provides the possibility 
of constructing high-precision control systems for the assembly process of threaded connections 
with maximum control of its parameters and conditions of implementation.
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Изучение характеристик пропускания и отражения микроволнового 
излучения льдом вблизи температуры таяния

В работе приведены результаты лабораторных измерений коэффициента отражения, 
фазы отражённого монохроматического излучения от образца пресного льда и его элек­
тромагнитных потерь вблизи температуры 0°С. Измерения выполнены для блока льда, 
изъятого из ледяного покрова пресного озера, на частотах 8 .5 ... 13.5 ГГц. Подтвержде­
но существование пониженных значений поглощения мощности микроволнового излучения 
при его распространении через лёд и возникновении таяния среды. Установлено, что фа­
за отражённой волны изменяется в зависимости от температуры, она имеет различный 
временной ход после начала таяния блока для разных частот. Эта особенность связывает­
ся с появлением тонких слоёв увлажнённого льда на границах образца. Измерение фазы 
отражённых сигналов в зависимости от частоты излучения может дать дополнительную 
информацию о структуре зондируемых природных ледяных объектов.

Ключевые слова: лёд, микроволновый диапазон, фаза отражённой волны

Введение. При исследованиях природной среды радиофизическими методами 
одной из характеристик, определяемой структурными особенностями, является фа­
за коэффициента отражения электромагнитного излучения от поверхности раздела 
сред [13]. Одним из широко распространённых случаев плоских сред является по­
верхность льда (ледники, снежно-ледяные покровы водоёмов) [5; 7]. Измерение фазы 
коэффициента отражения (<р) при различных положениях летательного аппарата с 
радиолокационной аппаратурой и определение разности фаз двух сигналов позволя­
ет определить деформации поверхности с точностью порядка одного миллиметра [1; 
2]. В настоящее время применение радиолокации с синтезированной апертурой, где
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используется измерение фазы рассеянных сигналов, представляется весьма перспек­
тивным для решения практических задач природопользования [9].

В случае ледяной поверхности фактором, влияющим на фазу коэффициента от­
ражения, является поверхностный слой, свойства которого могут варьировать из-за 
процессов таяния и перемерзания. Другим важным аспектом является то, что ди­
электрические параметры льда вблизи О °С практически не исследованы. Кроме тая­
ния и перемерзания объекта, в нём могут наблюдаться особые переходные состояния 
льда, когда среда поглотила (или отдала) некоторое количество тепла, но ещё не 
перешла в жидкую (твёрдую) фазу. Поэтому процессы таяния или замерзания воды 
растягиваются на длительное время.

Вблизи О °С из-за возникновения внутренних механических напряжений, пред­
шествующих таянию, возникает аморфизация льда, что ведёт не к росту электро­
магнитных потерь в среде (как в случае появления вкраплений жидкой воды), а, 
наоборот, к их уменьшению [4]. Если аморфная фаза обладает пониженным зна­
чением е' и е" -  действительной и мнимой частей относительной диэлектрической 
проницаемости [6], то возникает некоторое приращение ip и R (коэффициента отра­
жения по мощности). Эти приращения должны иметь другие знаки, по сравнению с 
приращениями из-за таяния слоя льда при появлении в нём жидкой воды.

Цель настоящей работы -  выполнить лабораторные измерения фазы коэффи­
циента отражения, а также изменений пропускания и отражения от блока тающего 
льда для выяснения влияния на эти величины процессов таяния и аморфизации при 
температуре 0°С.

Эксперимент. Схема эксперимента представлена на рис. 1. В качестве образ­
ца использовали блок льда (1), изъятый из ледяного покрова пресного озера. Блок 
льда формировали в виде усечённого параллелепипеда. Его основание ~  50 х 30 см2, 
высота ~  50 см. Приготовление блока осуществляли разными способами, т. к. эф­
фект взаимодействия излучения с образцом зависит от положения преимуществен­
ной ориентации базисных плоскостей кристаллов гексагонального льда относительно 
вектора электрического поля излучения [4].

В измерениях использовали векторный измеритель коэффициента передачи (2) 
Р4М-18 фирмы «Микран». Излучение и приём сигналов выполняли с использованием 
рупорных антенн (4). Детектор (3) применяли для измерения поглощения излучения 
в объёме льда. Образец в виде усечённого параллелепипеда использовали для устра­
нения интерференционных явлений, возникающих при переотражении излучения от 
его границ. Для проведения измерений блок льда перемещали в лабораторное поме­
щение из холодильной камеры. При температуре ~  +20 °С начинался нагрев льда до 
температуры его поверхности ~  0°С, когда наблюдали начало таяния поверхностно­
го слоя. Этот процесс длился до 10 часов непрерывных измерений, во время которых 
линейные размеры блока уменьшились на несколько сантиметров. Температуру льда 
измеряли термопарой на глубине 5 . . .  10 см от его поверхности. Точность измерений 
температуры 0,1 °С. Минерализация льда составляла значение около 10 мг/кг. Для 
сбора информации использовали систему фирмы “Agilent”.
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки по измерению коэффициента отражения, 
мощности пропускания и фазы коэффициента отражения вблизи 0°С. 1 -  блок пресного 
льда; 2 -  векторный измеритель коэффициента передачи; 3 -  детектор; 4 -  рупорные антенны;

“Т” -  термопара для измерения температуры блока льда 
Fig. 1. Scheme of experimental setup for measuring reflection coefficient, transmission power 

and phase of the coefficient reflections near 0°C. 1 -  block of fresh ice;
2 -  vector image transmission coefficient meter; 3 -  detector; 4 -  horn antennas;

“T” -  thermocouple for measuring the temperature of ice block

Результаты измерений. Были выполнены измерения <д и R в полосе частот от 
8.5 ГГц до 13.5 ГГц. На рис. 2 представлены результаты измерений в одном из экспе­
риментов в зависимости от времени. Проходящая мощность излучения (Р ) приведена 
в относительных единицах.

Рис. 2. Зависимость мощности излучения, проходящего через блок льда, и температуры 
поверхностного слоя образца от времени выдержки в лабораторном помещении. Частота 
13 ГГц. Векторы электрического поля (Е ) и направление распространения волны -  т. е. 

волновой вектор (к) параллельны базисным плоскостям кристаллов льда
Fig. 2. The dependence of the radiation power passing through the block of ice, and the 

surface temperature of the sample from time exposure in a laboratory room. The frequency is 
13 GHz. The vectors of the electric field (E ) and the direction the propagation of the wave -  

m. e. wave vector (k) parallel to the basal planes of ice crystals
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Рис. 3. Результаты измерений физических характеристик блока льда от времени: а -  
проходящей мощности на частоте 13 ГГц; б -  измерений отражённой мощности и фазы 

отражённого сигнала на частоте 13.5 ГГц; в -  проходящей мощности на 13.0 ГГц и фазы на трёх
частотах

Fig. 3. Results of measurements of physical characteristics of block of ice on time: a -  of the 
propagating power at a frequency of 13 GHz; 6 -  measurements of the reflected power and the phase 
of the reflected signal at a frequency of 13.5 GHz; в -  passing power at 13.0 GHz and phases at three

frequencies
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На рис. За приведены результаты измерений для другого образца с аналогич­
ной ориентацией плоскости поляризации, волнового вектора и базисной плоскости 
кристаллов.

На рис. 36, в приведены результаты измерений приращения фазы отражённой 
волны (в градусах) и изменений отражённой мощности, характеризующей вариации 
коэффициента отражения (в децибелах).

При выпиливании блоков льда из ледяного покрова пресного озера учитывали 
тот факт, что преимущественная ориентация базисных плоскостей гексагональных 
кристаллов расположена параллельно поверхностям ледяного покрова в средней по 
высоте его части [12].

На рис. 4 приведены результаты измерений проходящей мощности излучения и 
изменения фазы для другого образца льда.

Рис. 4. Результаты измерений зависимостей от времени фазы отражённой волны и 
проходящей мощности тающего блока озёрного льда на частоте 13 ГГц. Выделены 

характерные временные интервалы: 1 -  небольшое просветление среды; 2 -  резкое уменьшение 
проходящей мощности; 3 -  минимум прохождения; 4 -  слабое улучшение прохождения; 5 -  область 

активного таяния. Штриховая линия в области 1 соответствует экстремуму просветления среды 
Fig. 4. The results of measurements of the time dependences phase of the reflected wave and 
the passing power of the melting ice lake block at a frequency of 13 GHz. Characteristic time 

intervals are distinguished: 1 -  slight enlightenment of environment; 2 -  sharp decrease in the 
transmitted power; 3 -  minimum passing; 4 -  poor passage improvement; 5 -  active thawing area. A 

dashed line in region 1 corresponds to the bleaching extremum of the medium

Было также замечено необычное поведение температуры при приближении её к 
0°С. Результаты таких измерений представлены на рис. 5а, б.
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Рис. 5. Изменение температуры двух различных блоков льда на глубине ~  5 . . .  10 см от 
поверхности при их нагревании в лабораторном помещении с температурой воздуха 20° С 

в зависимости от времени выдержки. На врезках — аномалии температуры 
поверхностного слоя блоков льда

Fig. 5. Changing of the temperature of two different ice blocks at a depth of ~  5 . . .  10 cm 
from the surface when they are heated in a laboratory room with an air temperature of 20 °C 
depending on the time of exposure. On inserts -  temperature anomalies of the surface layer of

ice blocks

Обсуждение результатов. Измерения температуры показывают некоторые 
аномалии при приближении её в верхнем слое к значению 0°С (рис. За). Анома­
лии выражаются в виде кратковременного перегрева слоя. Возможное объяснение 
можно связать с релаксацией механических напряжений, вызванных как тепловым 
расширением, так и началом таяния с изменением объёма вещества. При этом процес­
се возникает скольжение по слоям вдоль базисных плоскостей кристаллов льда [12] 
и высвобождение энергии из-за их трения. Данное предположение подтверждается 
существованием «просветления» льда в зависимости от направления вектора элек­
трического поля волны по отношению к базисным плоскостям, отмеченное в статье
[4], и подтверждённое в данной работе (рис. 2, За, в, 4). При этом не наблюдали 
существенного изменения фазы коэффициента отражения — область 1 графиков на 
рис. 4. Изменение А(р составило 12°, а АР^Ю  %.
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Значение фазы заметно осциллировало в началвнвш момент таяния при появ­
лении жидкой водит в области 2, 3 (рис. 4). При последующем таянии наблюдали 
бы строе монотонное изменение <р, определяемое таянием блока и изменением рассто­
яния между антеннами и поверхноствю блока.

Эффектв1 интерференции излучения ранее также исследовали в работах [3; 8; 11], 
где бвши обнаруженв1 особенности собственного радиотеплового излучения тонких 
слоёв лида на водной поверхности для различнвгх поляризаций излучения. Бвши так­
же эксперименталвно и теоретически исследованв1 тонкие слои увлажнённого лвда с 
толщинами порядка длинв1 волнв1 излучения, для которвгх установили существенное 
изменение фазв1 коэффициента отражения от структуры. Вместе с тем, для более 
толстяк слоёв лвда, характерных для природных структур, исследование не прово- 
дилосв. В данной работе для блока лвда толщиной в несколвко десятков сантиметров 
обнаружена интересная особенности: в области 4 (рис. 4), где наблюдали некоторое 
возрастание проходящей мощности излучения, фаза коэффициента отражения не ис- 
пв1тв1вала отклонений от монотонного изменения. Эту особенности можно объяснитв 
внутренними процессами, связаннвши с возникновением отрицателвного давления 
из-за таяния внутренних областей блока лвда и стремлением уменвшения обвёма 
образца при появлении жидкой водит. При этом отсутствуют резкие границв1 между 
слоями. При отрицателвном давлении температура таяния повышается [10], это при­
водит к замедлению фазового перехода лвда в жидкую воду и проходящий сигнал 
несколвко возрастает.

На рис. Зв бвши ввшвленв1 различия в изменении фазв1 от времени после первич­
ного резкого уменвшения пропускания излучения на частотах от 8.5 до 12 ГГц. Их 
можно обвяснитв образованием увлажнённвгх слоёв определённой толщинвт вблизи 
поверхности и возникновением частотной зависимости фазв1 коэффициента отраже­
ния. При последующем таянии образоввшался переходник стационарнвш слой с фик- 
сированнвши параметрами и фаза на разнвгх частотах изменяласв монотонно вслед­
ствие таяния блока и изменения расстояния до антенн. При изменении длинв1 хода 
лучей между двумя антеннами на A L, изменение фазв1 составляет Д<р =  (АГ/А)27г, 
где А -  длина волнвг Если A L изменяется на 3 см (что соответствует изменению 
расстояния от антенн до поверхности лвда 1,5 см), а А =  3 см, то А<р составляет 
360°.

Эффект просветления при таянии лвда можно на основании полученнв1х резулв- 
татов обвяснитв появлением «слоёв течения» и возникновением плёнок аморфного 
лвда с пониженнвш значением е' и е". Просветление достигается как за счёт уменв­
шения R , так и понижения е" , т.е. уменвшения потери. Этот эффект пропадает для 
случая ортогоналвности вектора электрического поля и базиснвгх плоскостей. Если 
давление во лвду велико, то образование болвших обвёмов аморфного лвда приведёт 
к уменвшению потери прохождения при любв1х температурах лвда. В рассмотрен­
ном случае давление возникает из-за процесса таяния лвда в неоднородной структуре 
обвёма образца (из-за особенностей кристаллического строения и примесей в среде).

Общий вв1вод работв1 — исследованнвге особенности можно исполвзоватв для об­
наружения начала таяния ледянвгх покровов при фазоввгх измерениях зондирующих 
сигналов и обнаружения тонких увлажнённв1х слоёв, например, слоёв, загрязнённвгх 
солеввши включениями.
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Study of Transmission and Reflection Characteristics 
of Microwave Radiation by Ice near the Melting Temperature

The paper presents the results of laboratory measurements of the reflection coeffecient, the 
phase of reflected monochromatic radiation from a sample of fresh ice and its electromagnetic 
losses near the temperature 0°C. The measurements were performed for an ice block seized from 
the ice cover of a fresh lake at 8.5... 13.5 GHz. The existence of reduced values of microwave 
power absorption during its propagation through the ice and melting of the medium has been 
confirmed. It is established that the phase of the reflected wave varies with temperature, it has 
a different time course after the beginning of the melting of the block for different frequencies. 
This feature is associated with the appearance of thin layers of moistened ice at the boundaries 
of the sample. The measurement of the phase of the reflected signals depending on the frequency 
of the radiation can provide additional information on the structure of the probed natural ice 
objects.

Keywords: ice, microwave range, reflected wave phase
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Создание носителей катализаторов методами порошковой металлургии 
с использованием порообразователей5

Приведён анализ получения высокопористых металлических материалов (губки, пенв1 
или ячеистые) с исполвзованием различнв1х порообразователей. Эксперименталвно иссле- 
дованв1 два способа получения объёмных высокопористых никелевых носителя катализо- 
торов: процесс спекания -  испарения и процесс спекания -  растворения. Проведён анализ 
двух технологий создания вв1СОкопориств1х материалов на основе нанопорошка никеля, по­
лученного методами электровзрвша проводника и разложением нестабильных соединений. 
Установлено, что создание объёмных высокопористых никелевых носителей катализаторов

4А. Г. Гнедовец -  подбор технологических приёмов и оформление статьи.
2С. Ф. Забелин -  систематизация материалов исследования, постановка задач и экспериментов 

исследования.
3В. А. Зеленский -  проведение экспериментальных опытов, компактирование и спекание порош­

ков.
4А. Б. Анкудинов -  проведение экспериментальных опытов, определение свойств порошков.
5Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 17-03-00337-а, и Президиума 

РАН, Программа фундаментальных исследований РАН 34П. Исследования методами электронной 
микроскопии и рентгенофазового анализа проведены с привлечением средств государственного за­
дания № 007-00129-18-00.
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с развитой поверхностью и иерархической структурой порового пространства возможно с 
последующим спеканием металлических частиц и удалением порообразователей. При этом: 
методом спекания -  испарения с использованием твёрдого порообразователя получен вы­
сокопористый материал со сквозной пористостью 65-70 %; использование в качестве ис­
ходного сырья нанопрошков никеля различного происхождения позволяет формировать 
материал с высоким значением удельной поверхности.

Ключевые слова: высокопористые материалы, носители катализаторов, порообразо- 
ватели, порошковая металлургия, нанопорошки никеля, прессование, спекание

Анализ способов порошковой металлургии для получения проницае­
мых высокопористых мембранно-каталитических систем. В мембранных 
реакторах с газофазными гетерогенно- каталитическими реакциями по сравнению с 
традиционными реакторами с насыпным катализатором значительно улучшен массо- 
и теплообмен. Исследования возможности применения катализаторов на пористых 
металлических носителях являются перспективными.

Известно получение высокопористых металлических и керамических материалов 
методами самораспространяющегося высокотемпературного синтеза, литья, продув­
ки расплавов газом, проката, электрохимической обработки, осаждения и др. Одна­
ко в последнее время активно развиваются методы получения пористых металличе­
ских материалов методами порошковой металлургии с использованием временного 
наполнителя пор -  порообразователя. В ряде работ [6; 9; 10; 11] проведён детальный 
анализ современного состояния исследований в области создания высокопористых 
металлических материалов (их также называют металлическими пенами, губками 
или ячеистыми материалами).

Особый интерес представляют материалы, имеющие бимодальное распределение 
пор по размерам, иначе -  материалы с иерархической пористостью [1; 2; 4]. Улучшен­
ные транспортные свойства в таких материалах обусловлены наличием пор большого 
размера (макропор). Поры малых размеров (микро- и нанопоры) совместно с мик­
рорельефом обеспечивают большую удельную поверхность, что важно для практи­
ческого использования, так как на поверхности происходят адсорбция, десорбция и 
химические превращения реагентов. Технология порошковой металлургии позволя­
ет получать макропоры за счёт крупных частиц порообразователя, при этом микро- 
и нанопоры создаются благодаря использованию высокодисперсных металлических 
порошков.

Ещё одним интересным направлением является модификация поверхности поро­
вого пространства каталитически-активными оксидными или металлическими цен­
трами нанометровых размеров [3; 5; 7]. Такие центры могут создаваться методами 
осаждения из растворов, золь-гель методом, переконденсацией и др.

Насколько известно авторам статьи, создание высокопористых носителей катали­
заторов на основе нанопорошков металлов методами порошковой металлургии оста­
ётся практически неизученным. В качестве объектов исследования были выбраны 
нанопорошки никеля.

Создание высокопористых никелевых носителей катализаторов. Ма­
териалы и методика эксперимента. Использованы два способа получения объёмных 
высокопористых материалов: ПСИ -  процесс спекания -  испарения (SEP, sintering -  
evaporation process) и ПСР -  процесс спекания -  растворения (SDP, sintering -  
dissolution process). Схемы этих процессов показаны на рис. 1 и 2.
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Рис. 1. Схема процесса спекания -  испарения (ПСИ): 1 -  металлический порошок Ni;
2 -  порошок порообразователя N H 4 H C O 3 ; 3 -  перемешивание порошков; 4 -  прессование;
5 -  разложение и отгонка порообразователя и спекание прессовки; 6 -  пористый образец

Fig. 1. Scheme of sintering -  evaporation process (PSI): 1 -  metal powder N i; 2 -  powder of pore 
former N H 4 H C O 3 ; 3 -  mixing of powders; 4 -  pressing; 5 -  decomposition and distillation of blowing

agent and sintering of compact; 6 -  porous sample

Puc. 2. Схема процесса спекания -  растворения (ПСР): 1 -  металлический порошок Ni;
2 — порошок порообразователя NaCl; 3 -  перемешивание порошков; 4 — прессование; 5 — спекание; 

6 — вымывание порообразователя; 7 -  п ор и сты й  образец

Fig. 2. Scheme o f sintering -  dissolution process: 1 -  metal powder N i; 2 -  powder of porogen 
N aCl; 3 -  mixing of powders; 4 -  pressing; 5 -  sintering; 6 -  elution of blowing agent; 7 -  porous sample

При создании пористых металлических материалов использовались микропоро­
шок никелевый карбонильный (ГОСТ 9722-79) с огранёнными частицами размером 
менее 10 мкм и нанопорошок никеля со средним размером сферических частиц 68 нм, 
полученный методом электрического взрыва проводника в атмосфере аргона (Пере­
довые порошковые технологии, Россия, соответствует ТУ 4-25-98). Микрофотогра­
фии этих порошков приведены на рис. 3. Кроме этих коммерческих порошков мето­
дом разложения формиата дигидрата никеля Ni(HCOO )2 ■ 2Н20  (ТУ 6-09-743-77) 
был синтезирован нанопорошок никеля узкого фракционного состава.

В качестве порообразователей выбраны бикарбонат аммония N Н4НСО3 
(ГОСТ 3762-78) и хлорид натрия NaCl (ГОСТ Р 51574-2000). Выбор обусловлен 
тем, что гидрокарбонат аммония термически нестоек и при нагревании разлагается, 
а хлорид натрия хорошо растворяется в воде. Измельчение порошков порообразо­
вателей проводилось на планетарной микромельнице PULVERISETTE 7 (FRITSCH, 
Германия) и в экспериментах использовали фракцию 25-40 мкм.
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Puc. 3. Порошки карбонильного никеля (слева) и никеля, полученного методом 
электрического взрыва проводника (справа)

Fig. 3. Powders of carbonyl nickel (left) and nickel obtained by electric explosion of a
conductor (on the right)

Перемешивание порошков металла и порообразователя осуществлялось на сме­
сителе С2.0 (Вибротехник, Россия), а их прессование -  на гидравлическом прессе 
П-250 (Точмашприбор, Россия). Образцы прессовались в цилиндрической матрице с 
внутренним диаметром 27 мм. Высота образцов составляла 10-12 мм.

Химико-термическая обработка порошков и спекание прессовок проводились в 
трубчатой печи ИМЕТРОН-А в газоплотной кварцевой реторте с внутренним диа­
метром 52 мм и длиной 80 ем.

Физико-химический и структурный анализ полученных нанопорошков и объём­
ных пористых материалов включал в себя:

-  рентгенофазовый анализ (РФА) в фильтрованном Си /\а-излучении на дифрак­
тометре ДРОН-Зм (ЛНПО «Буревестник», Россия);

-  измерение удельной поверхности методом БЭТ на анализаторе удельной по­
верхности и пористости TriStar 3000 (Micromeritics, США);

-  определение пористости методом гидростатического взвешивания;
-  электронную микроскопию на сканирующих электронных микроскопах 

LEO430i (Carl Zeiss, Германия) и TESCAN VEGA II SBU (Tescan, Чехия);
-  энергодисперсионный анализ на сканирующем электронном микроскопе 

TESCAN VEGA II SBU (Tescan, Чехия).
Высокопористме материалы на основе нанопорошков никеля, полученных мето­

дом электрического взрыва проводника. При создании пористых образцов исходными 
компонентами служили нанопорошок никеля, полученный методом электрического 
взрыва проводника, со средним размером частиц 68 нм и измельчённые до 40 мкм 
порообразователи бикарбонат аммония N Н^НСО-з и хлорид натрия NaCl.

Спекание -  одна из основных операций изготовления мембранных материалов -  
проводилось в интервале 700-900 °С в потоке водорода. Время спекания -  120 ми­
нут. При таких режимах обработки образцы из никеля имели наилучшее соотно­
шение открытой пористости и прочности. Образцы, полученные без использования
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порообразователя, состоят из частично спечённых частиц никеля и имеют открытую 
пористость (рис. 4).

'•jAca*Fmld: -19 7 f р-п Del: S£ ID fim нгГ Vwwfield: 9.H43 pni Del: S£ 2 pm i
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Puc. 4■ РЭМ-изображения при разных увеличениях пористого Ni, полученного без
использования порообразователя

Fig. 4 . SEM images at different magnifications of porous Ni obtained without the use of a
blowing agent

Puc. 5. РЭМ-изображения при разных увеличениях пористого Ni, полученного с
использованием порообразователей:

(а -  N H 4 H C O 3  (образец 4); б -  NaCl (образец 7)
Fig. 5. SEM images at different magnifications of porous Ni obtained using pore formers: 

a -  N H 4 H C 0 3  (Sample 4); 6 -  N aCl (Sample 7)
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Объёмная доля порообразователей в порошковъгх смесях для прессования варви- 
роваласъ в пределах 60-80 об.%. Прессование проводилосъ при давлении 300 МПа. 
Порообразователи удалялисъ из изделий -  гидрокарбонат аммония отгонялся из 
спрессованнъгх образцов в потоке аргона по режиму: нагрев 120 минут до темпе­
ратуря: 120°С, далее -  выдержка при этой температуре 120 минут. Хлорид натрия 
въ1мъ1вался из образцов после спекания посредством кипячения образцов в воде.

Структурные характеристики полученнъ1х образцов пористого никеля представ- 
ленъ! в таблице.

Таблица

Структурные характеристики пористого никеля 
для разных условий получения
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Без преобразователя:

1 100/0 7 700 5,98 67,1 32,9 0
2 100/0 70 700 6,71 74,2 25,8 0

Порообразователь -  бикарбонат аммония N H 4 H C O 3 :
3 40/60 300 700 3,99 44,8 52,0 3,2
4 30/70 300 700 2,93 33,0 66,0 1,0
5 20/300 7 900 2,82 31,6 65,8 2,6

Порообразователи -  хлорид натрия NaCl:
6 40/60 300 700 3,42 38,4 48,6 13,0
7 30/70 300 700 2,54 28,5 65,1 6,4
8 20/300 7 900 2,86 32,2 66,6 1,2

Плотности изделий и их откръ1тую пористости определяли методом гидроста­
тического взвешивания. В зависимости от режима обработки характеристики по­
ристого никеля, полученного с исполизованием порообр азовате ля: плотности — 2,5— 
3,9 г/см 3, относителиная плотности -  28,5-44,8 %, открытая пористости -  48,6-66,6 %, 
закрытая пористости -  1,0-13,0 %. В отличие от известных способов обработки в 
качестве исходного материала исполизовалиси порошки никеля наноразмерного диа­
пазона. Это позволило наряду с макропорами микронных размеров, формируемыми 
порообразователем, создати развитую нанопористую поверхности, образованную аг­
ломератами наночастиц N г. Микрофотографии изломов пористых образцов из нано­
порошка Ni, полученного по электровзрывной технологии, показаны на рис. 5.
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Высокопорист,ые материалы на основе нанопоршков никеля, полученных методом
разложения нестабильных соединений

Нанопорошок никеля (рис. 3), полученный взрывом проводника, содержит значи­
тельное количество частиц микронных размеров, которые сохраняются в неизменном 
виде и в пористом материале, получаемом из него (рис. 4). Поэтому для создания 
образцов с однородной структурой внутрипорового пространства был применён на­
нопорошок, получаемый методом термического разложения формиата никеля. Ре­
жимы получения данного порошка отработаны нами ранее и изложены в работе [3]. 
Рентгенофазовый анализ (рис. 6) показал, что полученный порошок имел нанокри- 
сталлическую структуру, и удельная поверхность нанопорошка составила 4,61 м2/г, 
что соответствует среднему размеру частиц никеля 146 нм.

Iно
АнCJ
О
ес
SоX
НX

Рис. 6. Рентгенограмма синтезированного порошка никеля. На вставке показано
РЭМ-изображение

Fig. 6. X-ray diffraction pattern of synthesized nickel powder. The inset shows the SEM image

Пористый материал в виде цилиндрических образцов из данного порошка из­
готавливался с использованием бикарбоната аммония в качестве порообразователя. 
Соотношение N1/NH4HCO3 по объёму в прессовках составляло 30/70. Образцы спе­
кались в течение 120 мин при температуре 700 °С в потоке водорода. Открытая 
пористость составила 53 %.

Полученные образцы обладали ярко выраженной иерархической пористостью 
(рис. 7). Размер макропор достигал десятков мкм, а их стенки, состоящие из тон­
ких слоёв частично спечённых наночастиц никеля, включали поры субмикронных 
размеров.

40 50 60 70
20, град.
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Рис. 7. РЭМ-изображения структуры пористого Ni, полученного спеканием 
синтезированного порошка с использованием бикарбоната аммония в качестве

порообразователя
Fig. 7. SEM images of a porous Ni structure obtained by sintering a synthesized powder using

ammonium bicarbonate as a blowing agent

Проведено сравнение структуры пористых образцов, изготовленных из нанопо­
рошков никеля, с аналогичным материалом из карбонильного порошка (рис. 8). При 
практически равных размерах пор в обоих материалах наблюдается существенная 
разница в морфологии внутрипорового пространства. Поверхность пор менее разви­
та. и имеет гладкий вид. Межпористые перегородки утолщены и представляют собой 
нагромождение агломератов, которые по размеру и форме близки к исходному по­
рошку карбонильного никеля (рис. 3). Полученный пористый материал унаследовал 
структуру исходного порошка.

View field: 39.77 pm 
SEM MAG: 5.00 kx Date(m/d/y): 12/11/17

View field: 79.54 pm Del: SE 20 pm
SEM MAG: 2.50 kx Date(m/d/y): 12/11/17

Puc. 8 . РЭМ-изображения при разных увеличениях пористого материала, полученного 
спеканием из карбонильного никелевого порошка

Fig. 8 . SEM images at different magnifications of a porous material obtained by sintering from
a carbonyl nickel powder
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Выводы. Установлено, что создание объёмных высокопористых никелевых носи­
телей катализаторов с развитой поверхностъю и иерархической структурой порового 
пространства возможно на основе предварителъного прессования смесей нанопорош­
ков металла и порообразователей с последующим спеканием металлических частиц 
и удалением порообразователей. При этом:

1. Методом спекания -  испарения с исполъзованием твёрдого порообразователя 
получен въ1СОкопористъ1Й материал со сквозной пористостъю 65-70 %.

2. Исполъзование в качестве исходного съфъя нанопрошков никеля различного 
происхождения позволяет формироватъ материал с bbicokhm значением уделъной по­
верхности.
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The analysis of high-porous metal materials (sponges, foams or cellular) with the use 
of various blowing agents is presented. Two methods of obtaining bulk high-porous nickel 
carrier catalysts are experimentally investigated: sintering -  evaporation process and sintering -  
dissolution process. The analysis of two technologies for the creation of high-porous materials 
based on nickel nanopowder obtained by methods of conductor electrical explosion and 
decomposition of unstable compounds. It is established that the creation of three-dimensional 
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by sintering-evaporation method using a solid blowing agent; use of nanopowders of nickel with 
different origin as a feedstock allows us to form a material with a high value of specific surface.

Keywords: highly porous materials, catalyst carriers, blowing agents, powder metallurgy, 
nickel nanopowders, pressing, sintering
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Зависимость магнитных гистерезисных свойств Fe — 30Сг — 8Со 
порошкового сплава от временных условий смешивания исходной шихты

и температуры спекания7

В статье представлены результаты исследования зависимости магнитных гистерезис­
ных свойств магнитотвёрдого порошкового сплава Fe — 30CV — 8Со от временных усло­
вий смешивания исходной шихты и температуры спекания. Методом порошковой метал­
лургии и операций традиционной термомагнитной обработки получали магнитотвёрдый

1 В. А. Зеленский -  подготовка и спекание образцов, измерение плотности и обработка экспери­
ментальных данных по магнитным гистерезисным свойствам.

2 А. С. Устюхин -  проведение экспериментальных опытов.
3 И. М. Миляев -  анализ и подбор технологических приёмов.
4 А. Б. Анкудинов -  проведение экспериментальных опытов.
5 С. Ф. Забелин -  систематизация материалов исследования, оформление статьи.
6 М. И. Алымов -  систематизация материалов исследования.
7Источники финансирования статьи: государственное задание Na 007-00129-18-00 и грант РФФИ 

18-03-00666-a/subsidy given to Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science to implement the 
state assignment (Registration No. 007-00129-18-00) and grant RFBR 18-03-00666-a.

©  Зеленский В. А. и др., 2018 101

http://www.uchzap.com
mailto:zelensky55@bk.ru
mailto:fcbneo@yandex.ru
mailto:imilyaev@mail.ru
mailto:zelensky55@bk.ru
mailto:s.zabelin2012@yandex.ru
mailto:zelensky55@bk.ru


Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

Fe — 30Сг — 8Со сплав при разных временах смешения исходной шихты. Установлено, что 
на сплаве Fe — 30 С г — 8 Со можно получатв хорошие магнитные свойства уже при Т спека­
ния — 1200 °С и при времени смешивания исходник шихт -  не менее 15 минут. Уменвшение 
времени смешивания до 1 минутв1 приводит к снижению Нс и Вг на 5-10 %, a (BH)max -  до 
20-25 %, что, вероятно, связано с неоднородноствю в а-фазе и более крупнвши порами в ма­
териале. Магнитнв1е гистерезисные свойства образцов порошкового сплаваУе — ЗОСУ — 8Со, 
спечённБгх при 1400 °С, не зависят от времени смешивания исходной шихты. В этом случае 
достаточно смешивания в течение 1 минутв1 для получения ввгсокоплотного технологичного 
материала с высокими магнитивши гистерезиснвши свойствами.

Ключевые слова: порошковая металлургия, магнитотвёрдвге сплавв1 Fe — Сг — Со, 
смешивание, спекание, магнитнвге гистерезисные свойства

Введение. Деформируемые магнитотвёрдые сплавы системв1 Fe — Сг — Со об­
ладают хорошим сочетанием b b i c o k h x  магнитных свойств с ввгсокой пластичноствю 
и коррозионной стойкоствю, что важно с точки зрения требований, предъявляемых 
промышленностью к современным постоянным магнитам [4; 7; 8; 9; 11].

Для сплавов системв1 Fe — Сг — Со основной технологией получения магнитов 
остаётся традиционный метод плавки и литвя [3]. Известно, что порошковая метал­
лургия по сравнению с литейной технологией является более экономичной. Обыч- 
но спекание порошковых магнитных сплавов производят в диапазоне температурв1 
1350 — 1400 °С [1; 5; 10]. В наших работах [2; 6] показано, что для отдельных Fe-Cr- 
Со сплавов температура спекания может 6 b i t b  понижена до 1200 °С с сохранением 
магнитнвтх свойств на b b i c o k o m  уровне. Качество магнитного материала в болвшой 
степени зависит от параметров технологии подготовки i h h x t b i  д л я  последующего 
прессования и спекания, в частности, от однородности смешения исходник порош­
ков.

Целвю данной работв1 являлосв исследование влияния времени смешивания ис­
ходник порошков на магнитнвге свойства спечённьк магнитотвёрдых сплавов соста­
ва Fe — 30Сг — 8Со (вес. %) без легирующих добавок. Исследования проведенв1 на 
образцах, спечённьк при температурах 1200 и 1400 °С.

Получение образцов и методика эксперимента. Исходные порошковые об- 
разщл состава Fe — 30 Сг — 8Со изготавливали из промышленных ввгсокочиствк по­
рошков железа марки ВС со средним размером частиц 10 мкм, хрома ПХС-1, кобалв- 
та ПК-1У, с частицами < 10 мкм. Смешивание шихт осуществляли в турбулентном 
смесителе С 2.0. Для оценки влияния условий приготовления исходник компонентов 
на однородности их распределения в прессуемой шихте варвировалосв толвко вре­
мя смешивания. Осталвнвге параметрв1 -  масса порошка, масса шаров и скорости 
вращения контейнера с порошком оставалисв неизменнвши. Прессование проводи­
ли на прессе KNUTH HP 15 в разъёмной матрице диаметром 13,6 мм при давлении 
600 МПа. Относителвная плотности прессовок составляла около 78 % при времени 
смешивания 1 минута и последователвно возрастала до 79-80 % с увеличением време­
ни смешивания до 15 минут и более. Спекание проводили в вакуумной шахтной печи 
в вакууме не хуже 10 Па с выдержкой 2,5 ч при температуре 1200 и 1400 °С. Измере­
ния магнитньк гистерезиснвк свойств проводили на гистерезисграфе Permagraph L. 
Погрешности измерений коэрцитивной силв1 Нс и остаточной индукции Вг составля­
ла 3 %, магнитного произведения (ВН )тах — 6 %. Рентгенофазовый анализ образцов 
проводили на вертикалвном рентгеновском дифрактометре SHIMADZU XRD-6000, в

102



Физика, математика, техника, технология

монохроматизированном медном излучении.
Результаты исследований и их обсуждение. Плотность спечённых образцов 

определяли методом гидростатического взвешивания. На рис. 1 представлены в гра­
фическом виде зависимость плотности спечённых при температуре 1200 °С образцов 
от времени смешивания шихт. Видно, что плотность образцов исследуемого сплава 
возрастает на 1,5-2 % с увеличением времени смешивания исходных порошков от 1 
до 300 минут. Необходимо отметить, что при этом относительная плотность образ­
цов сплава Fe — 30 С г — 8 С находится в диапазоне значений 94-96 %. Это является 
высоким показателем для спекания при температуре 1200 °С (рис. 1).

Рис. 1. Зависимость плотности спечённых при 1200 °С образцов сплава Fe — 30CV — 8Со
от времени смешивания порошков

Fig. 1. The dependence of the density of sintered at 1200 °C alloy samples Fe — 30Cr — 8 Co
on the mixing time of powders

При температуре спекания 1400 °C плотность образцов составляет 98—99 %. Зави­
симости изменения плотности от времени смешивания шихты при этой температуре 
не наблюдается.

Исследование структуры прессовок с помощью растровой электронной микро­
скопии показало, что при смешивании исходных компонентов более 60 минут до­
стигается однородность в их распределении. Для иллюстрации показана структура 
прессовки, изготовленной из шихты, смешанной в течение 60 минут (рис. 2). Все спе­
чённые образцы подвергались закалке на «-твёрдый раствор от температуры 1250 °С 
в воду и дальнейшей термомагнитной обработке. Результаты магнитных гистерезис­
ных характеристик образцов, спеченных при 1200 и 1400 °С, представлены в табл. 1 
и 2, соответственно.
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Рис. 2. РЭМ поверхности прессовок сплава Fe — 30Сг — 8Со из птихты, перемешиваемой
в течение 60 минут

Fig. 2. SEM surface pressing of Fe — 30Cr — 8Co alloy from the charge, stirred for 60 minutes

Таблица 1

Магнитные свойства сплава Fe — 30Cr — 8Со, спечённого при Т = 1200 °С

Сплав Время смешения, мин Dr, Тл НсВ, кА/м {ВН)тах, кДж/ V

Fe — 30 Cr — 8 Со
1 1,13-1,17 39,5-40,5 25,5-26,5
15 1,18-1,21 39,5-41,5 30-32
60 1,18-1,21 40-42 32-33
300 1,2-1,23 42-43 34-34,5

Таблица 2

Магнитные свойства сплава Fe — 30Cr — 8Со, спечённого при Т = 1400 °С

Сплав Время смешения, мин Dr, Тл НсВ, кА/м {ВН)тах, кДж/м'3

Fe — 30CV — 8Со
1 1,26-1,28 42-43,5 35,5-38
15 1,26-1,28 42-43 36-38
60 1,26-1,28 41,5-43,5 35-38
300 1,26-1,28 42,5-43,5 36-38

Из табл. 1 следует, что время смешивания исходных порошков оказывает влияние 
на магнитные свойства образцов, спечённых при 1200 °С. При времени смешивания 
1 минута Нс и Вг снижаются на 5—10 %, а (ВН)тах -  до 20-25 % по сравнению со 
значениями, полученными при смешивании в течение 60 и более минут.

Был проведён рентгенофазовый анализ всех образцов, спечённых при 1200 °С, 
после термообработки. Присутствия выделений немагнитной у-фазы, которая может 
оставаться в Fe — Cr — Со сплавах и ухудшать магнитные свойства, не обнаружено. 
Дифрактограммы образцов, изготовленных из шихт с разными временами смеши­
вания, приведены на рис. 3. По-видимому, снижение магнитных свойств от времени 
смешивания обусловлено в данном случае неоднородностью в а-фазе. Коэффици­
ент диффузии при этой температуре спекания недостаточно высок и не позволяет
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полностью выровнять структуру ct-фазы в недостаточно однородной шихте, кото­
рая формируется при времени смешивания 1 минута. При смешивании в течение 
15 минут получается более однородная шихта. Это позволяет получать на синте­
зированных магнитных материалах однородный состав сс-фазы, что косвенно под­
тверждается повышением магнитных свойств. Магнитные свойства образцов из всех 
шихт, смешанных более 15 минут, имеют близкие значения (рис. 3).

20

Рис. 3. Дифрактограммы образцов сплава Fe — 30CV — 8Со после термообработки; время
смешивания: а -  1 мин; 6 - 1 5  мин; в -  60 мин

Fig. 3. Diffractograms of Fe — 30Cr — 8Co alloy samples after heat treatment; mixing time:
a -  1 min; 6 - 1 5  min; в -  60 min

На снижение магнитных свойств может также оказывать влияние морфология 
пор, присутствующих в магнитном материале. На микрофотографиях (рис. 4) пред­
ставлены поверхности образцов сплавов, изготовленных из тпихт с разными време­
нами смешивания. Можно заметить, что при времени смешивания 1 минута поры 
(тёмные участки на микрофотографиях) имеют увеличенный размер. Крупные по­
ры более склонны к окислению в ходе закалки и термомагнитной обработки, что 
также может понизить значения магнитных гистерезисных характеристик (рис. 4).
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Рис. 4- Микрофотографии поверхности шлифов (непротравленных) образцов сплава 
Fe — 30Сг — 8Со, спечённых при Т—1200 °С после закалки; время смешивания: а -  1 мин;

б -  60 мин; в -  300 мин
Fig. 4- Micrographs of the surface of the sections (not etched) samples of alloy 

Fe — 30Cr — 8Co, sintered At T=1200 °C after quenching; mixing time: a -  1 min; 6 - 6 0  min;
в -  300 min

На образцах, спечённых при 1400 °C, не отмечено влияния времени смешивания 
шихты на изменение магнитных свойств (табл. 2). Значения Нс, Вг и (BH)max вы­
ше по сравнению с образцами, спечёнными при 1200 °С. Это объясняется тем, что 
коэффициенты диффузии компонентов при 1400 °С почти на два порядка выше по 
сравнению с 1200 °С, что позволяет получать однородную а-фазу и высокие магнит­
ные свойства даже при минимальном времени перемешивания исходных порошков.

Выводы. Показано, что на низкокобальтовом сплаве Fe — 30CV — 8Со можно 
получать хорошие магнитные свойства при Т спекания -  1200 °С и при времени сме­
шивания исходных шихт -  не менее 15 минут. Уменьшение времени смешивания до 
1 минуты приводит к снижению Нс и Вг на 5-10 %, а (ВН )тах -  до 20-25 %. Это 
можно объяснить в данном случае неоднородностью в о-фазе. а также увеличени­
ем пористости и морфологией пор в спечённом материале, что может приводить к 
окислению в ходе закалки и термообработки.

Установлено, что магнитные свойства образцов порошкового сплава Fe — ЗОСУ — 
8Со, спечённых при 1400 °С, не зависят от времени смешивания исходной шихты. В 
этом случае достаточно времени смешивания 1 минута для получения высокоплот­
ного качественного материала с высокими магнитными свойствами: Нс до 43 кА/м, 
Вг до 1,28 Тл и (BH)max до 38 кДж/м, что сопоставимо с литыми аналогами.

106



Физика, математика, техника, технология

Список литературы

1. Алымов М. И., Анкудинов А. Б., Зеленский В. А., Миляев И. М., Юсупов В. С., 
Устюхин А. С. Влияние легирования и режима спекания на магнитные гистерезисные свой­
ства Fe-Cr-Co порошкового сплава / /  Физика и химия обработки материалов. 2011. № 3. 
С. 34-38.

2. Алвшов М. И., У с т ю х и н  А. С., Зеленский В. А., Забелин С. Ф. Исследование магнит- 
H B ix  свойств магнитотвёрдого Fe — С г — Со сплава, полученного по технологии спекания с 
последующей горячей прокаткой / /  НАНО-2016: материалв1 Всерос. конф. по наноматери­
алам. М.: ИМЕТиМ РАН, 2016. С. 283-284.

3. Либман М. А. Магнитотвёрдые сплавв1 на основе системв1 Железо-Хром-Кобалвт / /  
Материаловедение. 2010. № 9. С. 58-64.

4. Ряпосов И. В., Шацов А. А. Особенности легирования, структура и свойства порош­
кового магнитотвёрдого сплава с поввнненнБши эксплуатационнвши характеристиками / /  
Перспективные материалвт 2009. № 1. С. 57-61.

5. Устюхин А. С., Алвшов М. И., Миляев И. М. Магнитные гистерезисные свойства 
Fe — 26Cr — I6C0 порошковв1х магнитотвёрдв1х сплавов / /  Писвма о материалах. 2014. 
Т. 4, № 1. С. 59-61.

6. Устюхин А. С., Анкудинов А. Б., Зеленский В. А., Миляев И. М., Алвшов М. И. Эф­
фект поввпнения магнитных свойств при горячей прокатке спечённого порошкового сплава 
системв1 Fe — Cr — Со / /  Докладв1 Академии наук. 2017. Т. 476, № 6. С. 656-659.

7. Artamonov Е. V., Libman М. A. and Rudanovskii N. N. Magnetically Hard Materials 
for the Motors of Synchronous Hysteresis Electric Motors / /  Steel in Translation. 2007. Vol. 37, 
No. 6. Pp. 547-551.

8. Belozerov E. V., Mushnikov N. V., Ivanova G. V. et. al. High-strength magnetically hard 
Fe — Cr — Co — Based alloys with reduced content of chromium and cobalt / /  The Physics of 
Metals and Metallography. 2012. Vol. 113, No. 4. Pp. 319-325.

9. Belozerov E. V., Uimin M. A., Ermakov A. E et. al. Effect of tungsten and gallium on 
the structure and magnetic and mechanical properties of Fe — Cr — Co alloys / /  The Physics of 
Metals and Metallography. 2008. Vol. 106, No. 5. Pp. 472-480.

10. Green M. L., Sherwood R. C., Wong С. C. Powder metallurgy processing of CrCoFe 
permanent magnet alloys containing 5-25 wt. Co. / /  J. Appl. Phys. 1982. Vol. 53, No. 3. Pp. 2398- 
2400.

11. Zhen Liang, Sun Xue-yin, Xu Cheng-yan et. al. Magnetic anisotropy in Fe — 25CV — 
12(3o—ISi alloy induced by external magnetic field / /  Transactions of Non-ferrous Metals Society 
of China. 2007. Vol. 17. Pp. 346-350.

Статья поступила в редакцию 15.05.2018; принята к публикации 26.06.2018

Библиографическое описание статьи
Зеленский В. А., Устюхин А. С., Миляев F[. М., Анкудинов А. Б., Забелин С. Ф., 

Алымов М. И. Зависимость магнитных гистерезисных свойств Fe—30Cr — 8Co порошкового 
сплава от временных условий смешивания исходной шихты и температуры спекания / /  
Учёные записки Забайкальского государственного университета. Сер. Физика, математика, 
техника, технология. 2018. Т. 13, № 4. С. 101-109. DOI: 10.21209/2308-8761-2018-13-4-101-109.

107



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

Victor A . Zelensky1,
Candidate of Physics and Mathematics, Leading Researcher, 

A. A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science Russian Academy of Sciences
(49 Leninsky pr., Moscow, 119334, Russia), 

e-mail: zelensky55@bk.ru
Aleksey S. Ustyukhin2,

Junior Researcher,
A. A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science Russian Academy of Sciences

(49 Leninsky pr., Moscow, 119334, Russia), 
e-mail: fcbneo@yandex.ru

Igor M . Milyaei?,
Doctor of Engineering Science, Leading Researcher, 

A. A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science Russian Academy of Sciences
(49 Leninsky pr., Moscow, 119334, Russia), 

e-mail: imilyaev@mail.ru
Alexey B. Ankudinov4,

Senior Researcher,
A. A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science. Russian Academy of Sciences

(49 Leninsky pr., Moscow, 119334, Russia), 
e-mail: zelensky55@bk.ru

Sergey F. Zabelin5,
Doctor of Engineering Science, Professor, 

Transbaikal State University 
(30 Aleksandro-Zavodskaya st., Chita, 672039, Russia),

e-mail: s.zabelin2 0 1 2 @yandex.ru
Mikhail I. Alymov6,

Doctor of Engineering Science, Professor, 
A. A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science

Russian Academy of Sciences 
(49 Leninsky Prospekt, Moscow, 119334, Russia),

e-mail: zelensky55@bk.ru
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In present work hard magnetic Fe — 30CV — 8Co alloy was obtained by powder metallurgy 
method under different blend mixing time conditions. It was discovered that it’s possible to obtain 
good magnetic hysteresis properties even at sintering temperature —1200 °C and blend mixing 
time not less than 15 minutes. Reduction of the mixing time to 1 minute results in a decrease of
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and Br by 5-10 %, and (BH)max to 20-25 %, which is apparently due to heterogeneity in the a- 
phase and larger pores in the material. Magnetic hysteresis properties of powder Fe — 30Cr — 8Co 
alloy sintered at 1400 °C do not depend on the blend mixing time. In this case mixing during 
1 minute is enough to obtain high-density technological material with high magnetic hysteresis 
properties.

Keywords: powder metallurgy, hard magnetic Fe — Cr — Co alloys, mixing, sintering, 
magnetic hysteresis properties
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Температурные исследования динамики фактора потерь пресного 
и солёного льдов в микроволновом диапазоне

В работе исследовалась возможность применения техники микроволновых измерений 
для изучения процессов, происходящих во льду и пористых средах, содержащих воду при 
охлаждении и нагревании. Рассматривались два метода -  волноводный и радиометрический 
с использованием микроволнового радиометра. Основой этих методов служит то, что из-за 
существенного различия коэффициента поглощения электромагнитной волны воды и льда 
не вызывает трудности изучать фазовые переходы вода -  лёд. Также имеется возможность 
изучать среды в различном состоянии -  в замкнутом пространстве (в волноводе) и в сво­
бодном пространстве радиометрическим методом. Представлены два примера применения 
этих методик. Как следует из результатов выполненных экспериментов, имеются разли­
чия в характере эвтектических процессов, которые могут происходить из-за напряжённого 
состояния образца при образовании льда в замкнутом пространстве волновода.

Ключевые слова: фазовый переход, лёд, микроволновое излучение, гистерезис, коэф­
фициент поглощения, точка эвтектики, фактор потерь

Введение. Микроволновые измерения имеют свои преимущества, благодаря ко­
торым, например, без особых трудностей можно определить, в каком состоянии на­
ходится вода при низких температурах в дисперсных средах, например, в природном 
льду [3; 4; 5; 7]. Микроволновые параметры чистого льда, без примесей, льда с до­
бавлением солей и морского изучались довольно подробно [1; 8; 10; 11]. Однако при 
таких исследованиях, в основном, выполнялись статические измерения, когда обра­
зец находился в стационарном состоянии при определённой температуре и диапазон 
температур, в котором выполнялись исследования, составлял 0 . . .  — 30 °С. В этих из­
мерениях трудно заметить какие-либо быстрые изменения свойств льда и его струк­
туры. Однако такие явления могут наблюдаться как во льду, так и в более сложных 
средах, содержащих воду, из-за фазовых превращений в образцах и из-за внутренних 
процессов, вызванных разнообразными явлениями (механическими напряжениями, 
перекристаллизацией, пластической деформацией [2]).

В данной работе ставилась задача исследовать возможность применения техники 
микроволновых измерений для изучения процессов, происходящих во льду, содержа­
щем солевые включения, и в пористых увлажнённых средах при их охлаждении и
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нагревании. Для определения структурных превращений в среде в её объёме предпо­
лагалось использовать метод измерения поглощения электромагнитного излучения в 
среде, т. е. измерить в динамике фактор потерь среды (мнимую часть относительной 
диэлектрической проницаемости). Отрицательная температура, которую предпола­
галось достичь, составляла —196 °С -  значение температуры кипения жидкого азота.

Методика измерений. Измерения поглощения микроволнового излучения вы­
полнялись в двух вариантах: волноводным методом и радиометрическим с помощью 
микроволнового радиометра.

Волноводный мет,од. Методика измерений в волноводе заключалась в пропуска­
нии микроволнового излучения через волноводную секцию, заполненную исследуе­
мым материалом, и измерении проходящей мощности при изменении температуры 
образца. Волноводную секцию заполняли водой с последующим её замораживанием 
и охлаждением. Особенность такого эксперимента в том, что при фазовом переходе 
воды в лёд из-за разности объёмов жидкой и твёрдой фаз в образце возникают меха­
нические напряжения. Эти напряжения должны быть более значительными, когда 
расширение образца ограничено в пространстве. В данном случае образец ограничен 
стенками волновода.

Схема эксперимента представлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема измерений интенсивности микроволнового излучения, проходящего через 
волновод со льдом. Длина волны, на которой выполнялись измерения 2,4 см (12,3 ГГц).

1 -  волноводная секция со льдом; 2 -  генератор микроволнового излучения;
3 -  теплоизолирующая коробка; 4 -  термопара; 5 -  вентиль; 6 -  диодный детектор;

7 -  система сбора информации “Agilent”
Fig. 1 . Scheme of measurements of microwave intensity radiation passing through a waveguide 

with ice. The wavelength at which measurements were made of 2, 4 cm (12, 3 GHz).
1 -  waveguide section with ice; 2 -  microwave generator radiation; 3 -  heat-insulating box;

4 -  thermocouple; 5 -  the valve; 6 -  diode detector; 7 -  “Agilent” information collection system

В качестве генератора микроволнового излучения использовался генератор сиг­
налов высокочастотный Г4-127. Микроволновое излучение от генератора проходи­
ло через волноводную секцию с образцом и регистрировалось диодным детектором. 
Запись сигналов осуществлялась при помощи системы сбора информации фирмы 
“Agilent”. Использовалась волноводная секция с поперечными размерами 8 х 16 мм 
и длиной 100 мм, которая помещалась для теплоизолции в термостат, выполнен­
ный из пенопласта. Охлаждение осуществлялось с помощью паров жидкого азота. 
Азот заливался непосредственно в термостат или, для более медленного и контро­
лируемого изменения температуры образца, было предусмотрено устройство подачи 
паров азота. Чтобы избежать переотражений и появления стоячих волн в волноводе,
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использовался вентиль и создавались плавные переходы на торцах образца. Темпе­
ратура регистрировалась термопарой с точностью около 1 °С. Частота, на которой 
выполнялись измерения, составляла 12,3 ГГц. Заливка волновода жидким азотом 
позволяла охладить образец до —196 °С.

Радиометрический метод. Радиометрический метод основан на измерении соб­
ственного радиотеплового излучения образца с помощью радиометра [6; 9]. Схема 
эксперимента представлена на рис. 2.

3

Рис. 2. Схема измерений радиотеплового излучения образца льда с помощью радиометра 
на длину волны 8, 8 мм (частота 34 ГГц). 1 -  радиометр; 2 -  теплоизолирующая коробка из

пенопласта; 3 кювета с образцом льда
Fig. 2. The scheme for measuring the radiothermal radiation of a sample ice using a 

radiometer at a wavelength 8.8 mm (frequency 34 GHz). 1 -  radiometer; 2 -  thermal insulation 
box made of foam plastic; 3 -  cuvettes with a sample of ice

Эксперимент выполнялся в зимний период под открытым небом, так как в дан­
ном методе обязательным является присутствие фонового излучения, которое со­
здавалось холодным небом. Измерения выполнялись на вертикальной поляриза­
ции иод углом Брюстера. Образец помещали в металлическую кювету размерами 
140 х 220 х 17 мм. Кювета размещалась в пенопластовой коробке, на дно которой 
для охлаждения кюветы заливался жидкий азот. Кювета заполнялась водой, и за­
мораживание воды происходило при низкой температуре окружающего воздуха, а 
далее охлаждение осуществлялось холодными парами азота. Обратный процесс - 
нагревание -  осуществлялся за счёт электрического нагревателя, прикреплённого 
под дном кюветы. При замораживании воды в кювете из-за разницы в объёме воды 
и льда могло происходить растрескивание образца, выливание воды на поверхность 
льда и его деформация, что затрудняло выполнение эксперимента. Чтобы избежать 
этого, по кромке кюветы с внутренней стороны прикреплялась полоска из пороло­
на, которая сжималась при увеличении размеров образца и позволяла избавиться от 
нежелательных явлений. В этом случае не возникало существенных механических 
напряжений во льду, в отличие от волноводных измерений. В использованной кон­
струкции установки достигалось охлаждение до —90 °С. Частота, на которой были 
выполнены измерения, составляла 34 ГГц. Температура образца в данном методе 
также регистрировалась термопарой, прикреплённой ко дну кюветы.

Оба метода имеют определённые преимущества и недостатки. В случае измере­
ний в волноводе легче получить глубокое охлаждение образца. При этом измерение 
производится на одной частоте. В радиометрическом методе измерения осуществля­
ются в некоторой полосе частот, в которой производится усреднение фактора потерь. 
В этом случае неоднородности образца не влияют на результаты, т.к. осуществляет­
ся как частотное, так и пространственное усреднение измеряемого фактора потерь.
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Однако, если образец обладает дисперсией диэлектрических потерь, радиометриче­
ский метод может давать ошибки, поэтому не следует проводить усреднение в полосе 
более 10 % от центральной частоты.

Результаты измерений. Результаты измерений в волноводе для льда с концен­
трацией соли NaCl в количестве 20. . .  30 мг/кг представлены на рис. 3.

Рис. 3. Результаты измерений интенсивности микроволнового излучения, проходящего 
через волновод со льдом, в зависимости от температуры. Концентрация соли NaCl в 

образце 20 ... 30 мг/кг. I (в относительных единицах)
Fig. 3. Results of intensity measurements of microwave radiation passing through a waveguide 

with ice depending on the temperature. The concentration of NaCl salt in the sample
20... 30 rng/kg. I (in relative units)

На графике наблюдается резкое увеличение сигнала при 0 °С. Это регистриру­
ется фазовый переход вода -  лёд и далее сигнал практически не изменяется. Однако 
в диапазоне температур —20 . . .  — 25 °С наблюдается резкий «выброс» -  уменьшение 
сигнала. Температура, при которой это происходит, соответствует температуре эв­
тектики соли NaCl, которая равна —21,2 °С. «Выброс» наблюдался как в процессе 
охлаждения, так и при нагревании образца. Также наблюдается некоторое увеличе­
ние сигнала при температурах около —190 °С. Это связано с появлением на стенках 
волновода жидкого кислорода, или аргона, которые конденсируются в этом диапа­
зоне температур. Температура кипения кислорода —189, 2 °С, температура кипения 
аргона —185,8 °С, температура кипения азота —195,8 °С.

Результаты эксперимента, выполненного в кювете радиометрическим методом, 
показаны на рис. 4.

Образец представлял из себя воду с добавлением соли NaCl в количестве 2 г/л. 
Как видно из графика, вода начинает замерзать при 0 °С и сигнал в начале охлажде­
ния падает, когда появляется плёнка льда на поверхности воды. Затем радиояркост- 
ная температура начинает плавно возрастать при охлаждении льда до отрицатель­
ной температуры —30 °С. После этого величина сигнала не меняется. При обратном 
ходе, при нагревании, ход кривой повторяется с некоторым отличием. Наблюдается 
гистерезис -  неодинаковость хода кривой зависимости радиояркостной температуры 
от термодинамической температуры образца с наличием петли на графике.

113



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

Р, отн.ед.

Рис. 4■ Результаты измерений мощности радиотеплового излучения образца льда в
зависимости от температуры в кювете с помощью радиометра. Р (в относительных 

единицах). Концентрация соли NaCl в образце 2 г/л
Fig. 4. Power measurement results of radiothermal radiation of a sample of ice depending on 
the temperature in the cuvette using a radiometer. P (in relative units). The concentration of

NaCl salt in the sample is 2 g/1

Обсуждение результатов. Сравнивая результаты этих двух экспериментов в 
волноводе и в кювете, необходимо отметить следующее. Наблюдался разный харак­
тер зависимости микроволнового излучения от температуры в этих двух экспери­
ментах. Эти различия объясняются как разной концентрацией соли в образцах, так 
и различным расположением образца -  в свободном или в ограниченном простран­
стве. В открытом пространстве наблюдались процессы, связанные с эвтектическими 
превращениями -  когда в образце находится значительное количество соли. Наблю­
дается гистерезис, который можно объяснить тем, что при охлаждении некоторое 
время образец находится в переохлаждённом состоянии (т. е. при температуре ниже 
температуры эвтектики).

Несмотря па малую концентрацию NaCl при измерениях в волноводе, эвтекти­
ческие превращения проявились и для образца льда в ограниченном пространстве, 
хотя концентрация соли в воде имела значительно меньшее значение. Характер её 
проявления имеет другой вид -  резкий выброс в области температуры эвтектики и 
отсутствие гистерезиса. Разницу в характере поведения зависимости микроволнового 
излучения от температуры можно объяснить механическими напряжениями, возни­
кающими в образце (при его деформировании), когда он ограничен стенками. Так ли 
это на самом деле? Характер поведения фактора потерь в этом случае требует даль­
нейшего изучения при других концентрациях солей, других скоростей охлаждения 
и нагревания.

Выводы. В работе показано, что использование микроволновых методов измере­
ний для изучения льда и сред, содержащих воду, позволяет выполнять измерения на 
различных частотах с образцами, находящимися как в открытом, так и в ограничен­
ном пространстве и при различной скорости охлаждения и нагревания. Такой способ 
позволяет обнаружить и исследовать в динамике особенности фазовых и структур­
ных превращений в изучаемой среде.

В результате эксперимента обнаружено, что:
1) эвтектический процесс может иметь различный характер в зависимости от 

того, имеются ли в образце механические напряжения или нет;
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2) гистерезис электрофизических свойств солёного лвда из-за задержки образова­
ния кристаллогидрата NaCl при охлаждении раствора ниже температурв1 эвтектики 
соли.
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Temperature Studies of the Dynamics of Loss Factor of Fresh and Salted Ice
in the Microwave Range

The possibility of using microwave measurement technique to study the processes taking 
place in ice and porous media containing water during cooling and heating was investigated. 
Two methods were considered: waveguide and radiometric. The basis of these methods is the 
following: there is a significant difference in the absorption coefficient of electromagnetic waves 
for water and ice, and it is not difficult to study the water -  ice phase transitions. It is also 
possible to study media in a different state in a confined space, in a waveguide and in free space 
by a radiometric method. Two examples of the application of these techniques are presented. As 
follows from the results of the experiments carried out, there are differences in the nature of the 
eutectic processes that can occur due to the stressed state of the sample when ice forms in the 
closed space and free space.

Keywords: phase transition, ice, microwave radiation, hysteresis, absorption coefficient, 
eutectic point, loss factor
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В работе обсуждаются особенности использования формул Френеля в различных ви­
дах для расчёта процессов преломления и отражения электромагнитных волн на плоской 
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и геометрических факторов, а также вопрос о смене фазв1 отражённой волнв1 вблизи уг­
ла Брюстера. Предлагается так называемое «интуитивное» определение для «однофазно- 
сти» двух плоских электромагнитных волн, распространяющихся в различных направлени­
ях, которое позволяет существенно упроститв формулировки правил, определяющих фазу 
электромагнитнв1х волн, отражённых от границв1 раздела сред.

Ключевые слова: диэлектрическая проницаемоств, магнитная проницаемоств, фор- 
мулв1 Френеля, граница раздела, наноструктурированная гетерогенная среда, увлажнённая 
дисперсная среда

Как известно, формулы Френеля (1823 г.) определяют амплитуду и фазу от­
ражённой и преломлённой электромагнитных волн (в т.ч. световых волн) на плос­
кой границе раздела сред с различивши электромагнитнвши характеристиками. При 
этом угол, под которвш распространяется преломлённая волна, определяется зако­
ном Снеллиуса (1580-1626). Посколвку в первой четверти XIX века электромагнит­
ная теория в форме уравнений Максвелла (ок. 1873 г.) ещё не существовала, формулв1 
Френеля бв1ли вв1веденв1 исходя из представлений о свете как о поперечник упругих 
колебаниях средв1 (так назвшаемое «эфира»). Ввшод закона Снеллиуса и формул 
Френеля непосредственно из уравнений Максвелла вперввге осуществил Г. Лорентц 
(1875 г.), в резулвтате чего дополнителвно выявилась связь между показателем пре­
ломления света п и электромагнитными характеристиками среды: п =  уСД, где е -  
относительная диэлектрическая, и ц -  относительная магнитная проницаемости.

Наиболее часто в литературе формулы Френеля (далее -  ФФ) приводятся в сле­
дующем «каноническом» виде для р (Т М ) -  поляризации n s  (ТЕ) -  поляризации 
волн соответственно

лот у =  . и о t g ( <p - 6) 0 2cospsm9
р Ptg(p + e y  р р sin (ip +  в) cos (ip — в ) ’

лоту __ ,0sm( y? - f l )  =  .Q 2cosip sin в
3 Ssm(p + e y  3 3 sm(p + ey

где ip -  угол падения (равный углу отражения); 9 -  угол проходящей (преломлённой) 
волны; П° -  амплитуда падающей волны; Аотр и Апр — амплитуды отражённой и 
проходящей волн.

Отметим, что знак в первой из приведённых формул в некоторых источниках 
может быть и отрицательным (напр., [13; 14]), что, как будет показано далее, не 
является ошибкой.

Очевидно, что ФФ в «каноническом» виде имеют следующие недостатки:
-  при нормальном падении волны на поверхность раздела расчёт по формулам 

сталкивается с неопределённостью вида 0/0, что дополнительно требует осуществле­
ния предельного перехода и может привести к неожиданным результатам при ком­
пьютерных вычислениях;

-  предельные выражения из ФФ при малых углах падения волны не соответству­
ют общим формулам для коэффициентов отражения и прохождения волны при её 
нормальном падении;

-  также ФФ в «канонической» форме не соответствуют принципу перестановоч­
ной двойственности электрического и магнитного поля в электромагнитной теории
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Максвелла: ФФ для ТМ  и Т Е волн не форминвариантнв1 относителвно заменв1 элек­
трического поля на магнитное, и наоборот;

-  угол, при котором амплитуда отражённой волнв1 обращается в ноли (угол Брю­
стера), согласно «каноническому» виду ФФ может наблюдатвся толвко на ТМ по­
ляризации волны, что также противоречит принципу перестановочной двойствен­
ности; если какое-либо явление наблюдается для электрической компонентв1 поля, 
аналогичный эффект должен существоватв также и для магнитной компонентв1 (за 
исключением явлений, связанных с движением свободных электрических зарядов и 
отсутствием в природе свободных магнитных зарядов);

-  при падении волны, близком к нормалвному, ФФ дают формалвно различа­
ющиеся на ±7Г фазв1 для отражённой волнв1 на ТМ  ж ТЕ  поляризациях, хотя из 
условий симметрии системв1 резулвтат должен 6 b i t b  одинаковым.

Отметим, что все перечисленнвге вьтттте недостатки ФФ в их «каноническом» виде, 
кроме последнего, обусловленв1 предположением о равенстве магнитных проницае­
мостей двух сред, т. е. =  р2, что традиционно совершается в ходе вывода ФФ ис­
ходя из электромагнитной теории Максвелла [6; 7; 13]. По мнению авторов, вводитв 
данное предположение совершенно нецелесообразно, посколвку издержками тако­
го подхода являются, кроме сужения области применимости ФФ до исключителвно 
немагнитнвгх сред, также и перечисленнвге ввпне недостатки. Между тем, система 
уравнений, получающаяся из граничных условий для волнового уравнения, может 
6 b i t b  алгебраически разрешена и в общем случае, хотя и приводит к несколвко более 
громоздким ввфажениям [11]. Однако, если ввфажения числителей и знаменателей 
в ФФ из [11] разделитв на то, после некоторых очевидных преобразований,
можно получитв ФФ в пределвно простом форминвариантном виде для ТЕ ж ТМ  
волн соответственно

W2COStp — W\COsB 2W2COSLp
/9_L W2cosp +  W\CosB ’ ± W2cosp +  W\CosB ’

W2cosB — W\cos<p 2W2cos<p
^  W2COsB +  WiCOSLp’ T" W2COsB TWiCOSLp’

где p ж т -  коэффициентв1 отражения и прохождения волнв1 соответственно; W\ ж 
W2 -  волноввге сопротивления сред.

Именно в таком виде ФФ, ввшеденнвге несколвко h h b i m  путём, представленв1 в 
работе [8].

Таким образом, в области теории преломления и отражения электромагнитных 
волн сложилосв достаточно парадоксалвное положение. Практически во всех клас­
сических и современник работах, а также справочник и учебник пособиях [3; 7; 10; 
13; 14] ФФ приводятся в относителвно «неудачном» для проведения расчётов виде, 
а также для частного случая немагнитньк сред, и, по этой причине, входящие в 
противоречие со многими другими положениями теории ЭМВ. Нередко и решение 
последующих задач основвшается на «неудачник» ФФ, причём об ограничениях в 
области применимости ФФ в этом виде в далвнейшем «забывается» [13; 14]. В то 
же время, существует простой, симметричный и даже более «эстетичный» вид этих 
формул, избавленный от перечисленньк ввнне недостатков, позволяющий рассчитвн 
ватв преломление и отражение ЭМВ с учётом как диэлектрических, так и магнитных

120



Физика, математика, техника, технология

свойств сред. Авторв1 не в состоянии объяснитв сложившееся положение иначе, как 
огромной силой инерции при рассмотрении вопросов, относящихся к области класси­
ческой физики, и, особенно, традиционной консервативноствю образователвной си- 
стемв1 при их изложении в рамках стандартных учебник курсов. Немаловажнвш 
обстоятелвством при этом является, возможно, то, что сам вывод ФФ из уравнений 
Максвелла хотя и несложен технически, однако достаточно громоздок: собственно, 
вв1вод ФФ и анализ непосредственно вв1текающих из них резулвтатов содержит более 
300 промежуточнвгх формул [6].

В случаях наноструктурнв1х гетерогенных и увлажнённых дисперсных сред при­
ходится сталкиватвся с эффектами, которвге приводят к проявлению магнитных 
свойств у формалвно «чистых» диэлектриков [15]. Например, для снежник покро­
вов, в которвк гранулв1 лвда покрв1тв1 проводящим слоем жидкой водит, обнаружено 
проявление магнитных свойств на частотах ввпне 100 ГГц. Для них р! оказвшается 
менвше 1, т. е. проявляются диамагнитные свойства. Поэтому решение задач отра­
жения и преломления ЭМВ в случае наноструктурированньк гетерогенньк и дис- 
персньк увлажнённьк сред оказвшается в принципе невозможнвш на основе «ка­
нонического» вида ФФ. Наиболее целесообразно в этих задачах исполвзоватв ФФ в 
форминвариантном виде, приведённом в [8].

Также рассмотрим вопрос о фазе волны, отражённой от границв1 раздела сред. 
Фаза волнв1 является тонким показателем свойств среды, особенно фазоввге эффектв1 
усиливаются в слоистьк структурах [1; 4]. Поэтому наблюдение поведения фазв1 
волнв1 при отражении может предоставитв наиболее ценную информацию об объекте 
исследования.

Традиционно считается, что фаза отражённой волнв1 определяется соотношением 
показателей преломления сред, а также величиной угла падения исходной волнв1 по 
отношению к углу Брюстера. (Здесв m b i  не рассматриваем полное внутреннее отра­
жение, а также отражение в случае поглощающих сред, в резулвтате которвк появ­
ляется дополнителвнвш сдвиг фазв1 [7; 10; 11].) Покажем, что формулировку правила 
для фазв1 отражённой волнв1 можно существенно упроститв за счёт введения опре­
деления «однофазности» двух волн, наиболее полно соответствующего специфике 
электромагнитнвк процессов и методам измерения их параметров. Посколвку при 
постановке физических экспериментов, в которвк существенно измерение фазового 
сдвига, интуитивно подразумевается именно приведённое ниже толкование одинако­
вой фазв1 для двух волн, назовём данное определение «интуитивнвш».

«Интуитивное» определение: две волны одинаковой частоты, распространяющи­
еся в различных направлениях, в данной тючке прост,ранет,ва имеют, одинаковую 
фазу, если, наибольшие положительные значения векторов напряжённости элек­
трического поля Е достигаются одновременно и, при, этом вектора Е образуют, 
угол, по абсолют,ной, величине меньший, чем прямой, угол.

Следует отметитв, что «однофазноств» для двух волн вообще, а не применителв- 
но к конкретной точке пространства, может 6 b i t b  определена исключителвно для 
волн одинаковой частотвц распространяющихся в одном направлении. Даже в слу­
чае двух волн, распространяющихся во встречном направлении, в зависимости от 
сочетания фаз в различнвк точках пространства образуются так назвшаемвге узлв1 
и пучности, что приводит к явлению, известному как «стоячая волна».

Легко видетв, что приведённое ввпне определение «однофазности» двух волн от-
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личается от неявно используемого в ходе вывода ФФ на основе теории Максвелла [б; 
7; 8; 11; 13], а также в самих оконечных формулах «геометрического» определения, 
которое можно было бы сформулировать следующим образом.

«Геометрическое» определение: две волны имеют одинаковую фазу, если наи­
большие положительные значения векторов напряжённости электрического поля, 
Е достигаются одновременно, и при этом, вектора Е направлены либо в соответ­
ствии, либо противоположно положительным направлениям, указанным стрелка­
ми па схеме отражения и преломления волны для данной поляризации.

Отметим, что произвольно задавая положительные направления векторов Е на 
схеме для падающей, преломлённой и отраженной воли, имеется возможность обес­
печить любое наперёд заданное сочетание знаков в ФФ. Таким образом, посколь­
ку знаки в ФФ определяются не физикой процессов, а выбранными направлениями 
стрелок на схеме, приведённые во многих источниках [13; 14] формулы со знаком 
(—) не являются ошибочными. К сожалению, не всегда по приведённым на пояс­
няющих рисунках схемам отражения и преломления можно однозначно определить 
направления для векторов Е и Н , принятые за положительные, что, вообще говоря, 
делает такие формулы для целей вычисления фазы практически бесполезными. На 
рис. 1 показаны направления Е и II, принимаемые за положительные, для сочетания 
знаков, приведённых в статье ФФ.

Рис. 1. Лучевые схемы наклонного падения для ТЕ (а) и ТМ (б) поляризаций с 
обозначением направлений векторов Е и Н, принятых за положительные, для сочетания

знаков в приведённых ФФ
Fig. 1. Radial inclined drop schemes for ТЕ (a) and TM (6) polarizations with the 

designations of directions of the vectors E and H, accepted for positive, for a combination of
signs in the given FF

С учётом введённого «интуитивного» определения однофазности двух волн фор­
мулировки правил для фаз отражённой и преломлённой волн предельно упрощают­
ся (при действительных значениях диэлектрической и магнитной проницаемостей, а 
также кроме случая полного внутреннего отражения).

Фаза преломлённой (проходящей) волны на всех поляризациях, при любых углах 
падения и любых сочетаниях показателей преломления сред, всегда совпадает, с 
фазой падающей волны.
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При отражении от среды с меньшим показателем преломления фаза отражён­
ной волны (на всех поляризациях, при углах, не превосходящих угол полного внут­
реннего отражения) совпадает с фазой преломлённой волны.

При отражении от, среды с большим, показателем преломления фаза отражён­
ной волны изменяется на к по отношению к фазе преломлённой волны, независим,о 
от величины, угла, надетая по отношению к углу Врюелпера.

Поскольку угол между направлениями распространения падающей и преломлён­
ной волн всегда меньше тг/2 , эти волны являются однофазными как в «интуитивном», 
так и «геометрическом» определении. Тем не менее, «привязка» фазы отражённой 
волны к фазе именно преломлённой, а не падающей волны, является принципиаль­
ным моментом, поскольку «однофазность» двух волн в «интуитивном» определении 
не обладает свойством транзитивности. Например, в случае распространения трёх 
попарно однофазных волн, если «однофазны» 2-я волна по отношению к 1-й, и 3-я 
волна по отношению ко 2-й, под углом 7г/3 каждая по отношению к предыдущей 
(рис. 2), 1-я и 3-я волны являются уже «противофазными».

Рис. 2. Схема, представляющая отсутствие свойства транзитивности для 
«однофазности» волн в «интуитивном» определении

Fig. 2. A diagram representing the absence of a property transitivity for ’’single-phase” waves
in the ’’intuitive” definition

Легко видеть, что при падении волны под углом Брюстера, при котором в ФФ 
изменяется знак (что равнозначно изменению фазы в «геометрическом» определе­
нии па 7г), фаза в «интуитивном» определении также изменяется па д, поскольку 
отражённая и преломлённая волна в этом случае образуют прямой угол.

Данное наблюдение позволяет сделать вывод о том, что смена фазы отражённой 
волны вблизи угла Брюстера, согласно ФФ, имеет чисто геометрическое объяснение, 
связанное с трансформацией взаимной направленности векторов при изменении угла 
падения и неоднозначным толкованием понятия «однофазности» для волн, распро­
страняющихся в различных направлениях. Природа этого эффекта никоим образом 
пс определяется физикой процессов, т. е. в данном случае соотношениями между зна­
чениями напряжённости и индукции электрических и магнитных полей на границе 
раздела сред.
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Выводы. Проведённый анализ особенностей формул Френеля в их различных 
видах представляет интерес при интерпретации резулвтатов электромагнитных из­
мерений в случае наноструктурированных гетерогенных и увлажнённв1х дисперсных 
сред, для которв1х сугцественнвш является проявление магнитнв1х свойств, напри­
мер, увлажнённвтх нанопористых сред в условиях отрицателвнв1х температур. Вве­
дённое «интуитивное» определение для «однофазности» двух разнонаправленных 
электромагнитнвтх волн и предлагаемые на его основе формулировки правил, по 
которвш можно определитв фазу отражённой волны, позволяют значителвно упро- 
ститв постановку электромагнитных измерений и обработку их резулвтатов, в том 
числе и в полеввтх условиях.
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Peculiarities of Frenel Formulas Use for Calculating the Amplitude and Phase of 
Refracted and Reflected Plane Electromagnetic Waves at the Interface of 

Nanostructured Heterogeneous and Moistened Dispersed Media

The peculiarities of using Fresnel formulas in various forms for calculating the refraction 
and reflection of electromagnetic waves on a flat interface with allowance for specific effects, the 
manifestation of which is expected in nanostructured heterogeneous and moistened dispersive 
media, including those near the critical temperatures at the Widom line are discussed in the 
article. Issues on the phase of reflected and refracted waves depending on the combination 
of electromagnetic characteristics of media and geometric factors, as well as the question

4P. Yu. Lukyanov is an organizer of the research.
2S. V. Tsyrenzhapov formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
3Yu. V. Kharin formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
4K. A. Schegrina formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
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of the reflected wave phase change near the Brewster angle are considered. We suggest so- 
called “intuitive” definition for equal phase of two plane electromagnetic waves propagating in 
different directions, which makes it possible to simplify substantially the formulations of the rules 
identifying the phase of electromagnetic waves reflected from the media interface.

Keywords: dielectric permeability, magnetic permeability, Fresnel formulas, interface, 
nanostructured heterogeneous medium, wet dispersion medium
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Температурная зависимость электропроводности в кристаллах
Вг2Те3 -  Sb2Te3

В полупроводниковых материалах Bi2Te3 — Sb2Te3, в которых ширина запрещённой 
ЗОНВ1 сопоставима с энергией плазмона Ед ~ Ер, наблюдается аномалвное увеличение элек­
тропроводности в области низких температур. Изменение диэлектрической проницаемости 
и эффективной массв1 свободнв1х носителей заряда, происходящее при более b b i c o k h x  тем­
пературах, ведёт к уменвшению энергии плазмона, снижению интенсивности плазмонной 
генерации, концентрации свободнв1х носителей заряда и электропроводности.

Ключевые слова: полупроводниковые материалв1 Вг2Те3 — Sb2Te3, электропровод­
ности, концентрация свободнв1х носителей заряда

В работах, посвящённых исследованию влияния легирования примесями акцеп­
торного и донорного типа на физические свойства твёрдых растворов теллеридов 
висмута и сурьмы Вг2Те3 — Sb2Te3 [5; 6], обнаружено увеличение электропроводно­
сти кристаллов BiSbTe3, Bi\^Sbo^Te3, Sb2Te3, в диапазоне температур от 4.2 до 15К, 
более чем на 10 процентов. Важно отметить, что эффект увеличения электропровод­
ности исчезает, если вследствие легирования или изменения соотношения компонент 
в составе твёрдого раствора Вг2Те3 — Sb2Te3, электропроводность при температуре 
4.2 К уменьшается до значений, меньших 1 • 105 См/м. Это же обстоятельство су­
щественно уменьшает и скорость изменения величины электропроводности с ростом 
температуры в диапазоне свыше 15 К. Результаты исследований электропроводности 
кристаллов Bi2Te3 — Sb2Te3 в высокотемпературной области многочисленны [2; 3]. 
Они свидетельствуют об уменьшении электропроводности с ростом температуры в 
диапазоне от 15К, до значения, величина которого зависит от содержания теллурида 
сурьмы в составе твёрдого раствора. Анализ температурных зависимостей электро­
проводности, сопровождающийся моделированием температурного поведения време­
ни релаксации носителей заряда, позволил выявить, что причиной уменьшения элек­
тропроводности частично является и уменьшение отношения концентрации свобод­
ных носителей заряда и к и х  эффективной массе т*. Например, электропроводность 
в кристалле Bii^Sbo^Tе3 снижается в диапазоне температур от 80 до 300К в 7.4 
раза [3], что с учётом уменьшения времени релаксации за счёт усиления рассеяния
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носителей заряда на акустических колебаниях ионного остова в 5.1 раза свидетель­
ствует и об уменьшении отношения п/гп* в 1.45 раза. В кристалле Sb̂ /Te3 умень­
шение электропроводности оказывается ещё более значительным и наблюдается до 
температуры 600К. Кроме этого, в ходе исследования оптических свойств кристаллов 
В%2Тез — Sl)2Te3 наблюдается смещение плазменного края в низкочастотную область 
при повышении температуры. Например, в кристалле Bii^Sbo^Te-j, обнаружено сме­
щение минимума коэффициента отражения, обусловленного плазменным резонансом 
свободных носителей заряда, в низкочастотную область при повышении температу­
ры. Спектры отражения электромагнитного излучения от кристалла Вг^^ЯЬо^Те-̂ , 
представленные на рисунке, свидетельствуют об уменьшении плазменной частоты 
свободных носителей заряда ир с ростом температуры, что с учётом увеличения вы­
сокочастотной диэлектрической проницаемости также указывает на уменьшение 
отношения njrn* примерно в 1.5 раза, поскольку плазменная частота определяется 
выражением

Р Т П *£ о&зс '

где е — заряд электрона, £q — диэлектрическая постоянная. Подробное описание тех­
ники оптического эксперимента, а также методики определения плазменных частот 
дано в работе [1].

Таким образом, в кристаллах Bi^Te^ — S62Тез изменение соотношения п/гп* с ро­
стом температуры обнаруживается в независимых физических экспериментах, вклю­
чая и исследования температурного поведения коэффициента Холла [2]. С матема­
тической точки зрения уменьшение отношения п/гп* с ростом температуры может 
быть обусловлено нс только увеличением эффективной массы носителей заряда т*, 
но и уменьшением концентрации свободных носителей заряда п.

О 20 О 400 600 800 1000 1200

W avenum ber %, cm "

Рисунок. Спектры отражения Bi1.5Sbo.5Te3 при различных температурах. Вектор—У
напряжённости электрического поля электромагнитной волны Е перпендикулярен

тригональной оси кристалла Сз
Figure. Reflection spectra of Bii^Sbo.bTe-i at various temperatures. The electric field vector of

— У

the electromagnetic wave E is perpendicular to the trigonal axis of the crystal C3
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Известно, что изменение концентрации носителей заряда в полупроводнике про­
исходит посредством разрвша ковалентной связи, например, под действием колеба­
ний ионного остова или электромагнитного поля. Для расчёта концентрации сво- 
боднвгх носителей заряда п в собственном полупроводнике исполвзуется ввфажение 
вида

где Eg -  ширина запрещённой зоны,
А -  коэффициент, зависящий от числа ковалентнв1х связей и интенсивности ре- 

лаксационнвгх процессов;
к — постоянная Болвцмана;
Т -  температура.
Однако, еств вещества, в которых концентрация носителей велика уже при тем­

пературе 4.2К. Например, в кристаллах В%{Геч — Sb^Fe3 свободные носители заряда 
получают нарушением стехиометрии состава твёрдого раствора [2]. В материалах с 
вв1СОкой концентрацией свободных носителей заряда могут существоватв плазмонв1 -  
квантв1 продолвнв1х колебаний плотности электрического заряда. Плазмонв1 так же, 
как и фононы, могут инициироватв процессв1 генерации электронно-дырочных пар. 
Это обстоителвство позволяет изменитв ввфажение (2), включив в него слагаемое, 
учитвшаюгцее вероятности разрвша ковалентной связи плазмонами

где щ -  концентрация свободных носителей заряда, обусловленная, например, нару­
шением стехиометрии,

Ер =  Hojp энергия плазмона.
Из ввфажения (3) следует, что в материалах, в которых Ер по величине сопоста­

вима с Ед, может наблюдатвся максимум на температурной зависимости концентра­
ции свободнвгх носителей заряда и электропроводности. При низких температурах 
доминирует второе слагаемое, стоящее в скобках ввфажения (3), что обусловлено 
выполнением условия Ер Eg, и концентрация носителей заряда увеличивается 
с ростом температуры, благодаря появлению всё болвшего количества плазмонов, 
возбуждаемвгх фононами. Однако, при более ввгсоких температурах, как видно из 
рисунка, наблюдается смещение минимума коэффициента отражения, частота кото­
рого примерно соответствует шр, с ростом температурв1 в низкочастотную области 
спектра, что означает уменвшение энергии плазмона Ер =  hwp. Уменвшение шр, в со­
ответствии с выражением ( 1 ) ,  может 6 b i t b  инициировано интенсификацией поляри- 
зационнвгх процессов при поввпнении температуры, а также увеличением эффектив­
ной массв1 носителей заряда. Увеличение эффективной массв1 с ростом температу- 
ры обусловлено изменением амплитудв1 гармонических колебаний кристаллической 
решётки, а также перераспределением носителей между подзонами зонв1 проводимо­
сти и валентной зоны. Как следует из ввфажения (3), уменвшение энергии плазмона 
способствует уменвшению вероятности плазмонной генерации свободных носителей 
заряда, ведущему к снижению их концентрации и электропроводности, что и наблю­
дается при температурах, болвших 15К [3; 5].

(2)

(3)

129



Учёные записки ЗабГУ. 2018. Т. 13, № 4

Температуру, достаточную для развития процесса плазмонной генерации, можно 
определить, приравняв потенциальную энергию высококонцентрированной плазмы 
U, которая может быть потрачена на разрыв ковалентных связей, к тепловой энергии 
Е, выражение для которой получено при рассмотрении теплоёмкости кристалличе­
ской решётки Дебаем

Е
Зтг 4NkT4 

5 Q2 (4)

справедливое при температурах Т < <  Q, где Q -  температура Дебая [4]. Учтём, что 
потенциальная энергия, необходимая для разрыва ковалентных связей в количестве, 
равном примерно щ  =  1 • 1025м-3 в расчёте на моль, будет равна U =  28.51 Дж/моль, 
умножив По на величину Ед, равную в рассматриваемых материалах «  175 мэВ. 
Приравнивая её к тепловой энергии Е в соответствии с выражением (4) получим, 
что искомая температура равна примерно 20К.

Таким образом, увеличение электропроводности, наблюдающееся в области тем­
ператур от 4.2 до 15К, в соответствии с выражением (3), может быть обусловлено 
генерацией свободных носителей заряда плазмонами в полупроводниковых матери­
алах с близкими значениями энергий элементарных возбуждений в электронном и 
плазмоном спектрах. Если при помощи легирования или изменения соотношения 
компонент в составе твёрдого раствора В%{Гез — УЬгПез электропроводность при тем­
пературе 4.2К уменьшается до значений, меньших 1 • 105 См/м, что свидетельствует 
об уменьшении концентрации свободных носителей заряда и энергии плазмона, то 
это приводит к снижению интенсивности плазмонной генерации и исчезновению эф­
фекта роста электропроводности в интервале от 4.2 до 15К. Уменьшение величины 
энергии плазмона с ростом температуры, причины которого связаны с изменением 
величины внутрикристаллического электрического поля, также приводит к умень­
шению интенсивности плазмонной генерации, доминирующей при низких темпера­
турах, до температуры развития фононной генерации. Это отражается на скорости 
уменьшения электропроводности с ростом температуры в диапазоне от 15К, до на­
ступления собственной проводимости, обусловленной разрывом ковалентных связей 
хаотическими колебаниями ионного остова.
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