
http://www.uchzap.com ISSN 2308-8761 ISSN 2542-0070 (Online)

УДК 556.5.07; 556.047
DOI: 10.21209/2308-8761-2018-13-4-118-126

Павел Юрьевич Лукьянов1,
кандидат технических наук,

ведущий программист,
Институт природных ресурсов, экологии и криологии СО РАН,

(672014, Россия, г.Чита, Недорезова, 16а),
e-mail: lgc255@mail.ru

Сергей Васильевич Цыренжапов2,
младший научный сотрудник,

Институт природных ресурсов, экологии и криологии СО РАН
(672014, Россия, г.Чита, Недорезова, 16а),

e-mail: lgc255@mail.ru

Юрий Владимирович Харин3,
инженер,

Институт природных ресурсов, экологии и криологии СО РАН
(672014, Россия, г.Чита, Недорезова, 16а),

e-mail: lgc255@mail.ru

Ксения Андреевна Щегрина4,
инженер,

Институт природных ресурсов, экологии и криологии СО РАН
(672014, Россия, г.Чита, Недорезова, 16а),

e-mail: lgc255@mail.ru

Особенности использования формул Френеля для расчёта амплитуды
и фазы преломлённой и отражённой плоских электромагнитных волн

на границе раздела наноструктурированных гетерогенных
и увлажнённых дисперсных сред

В работе обсуждаются особенности использования формул Френеля в различных ви-
дах для расчёта процессов преломления и отражения электромагнитных волн на плоской
границе раздела с учётом специфических эффектов, проявление которых ожидаемо в нано-
структурированных гетерогенных и увлажнённых дисперсных средах, в том числе вблизи
критических температур на линии Видома. Рассматриваются вопросы о фазе отражённой
и преломлённой волн в зависимости от сочетания электромагнитных характеристик сред
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и геометрических факторов, а также вопрос о смене фазы отражённой волны вблизи уг-
ла Брюстера. Предлагается так называемое «интуитивное» определение для «однофазно-
сти» двух плоских электромагнитных волн, распространяющихся в различных направлени-
ях, которое позволяет существенно упростить формулировки правил, определяющих фазу
электромагнитных волн, отражённых от границы раздела сред.

Ключевые слова: диэлектрическая проницаемость, магнитная проницаемость, фор-
мулы Френеля, граница раздела, наноструктурированная гетерогенная среда, увлажнённая
дисперсная среда

Как известно, формулы Френеля (1823 г.) определяют амплитуду и фазу от-
ражённой и преломлённой электромагнитных волн (в т.ч. световых волн) на плос-
кой границе раздела сред с различными электромагнитными характеристиками. При
этом угол, под которым распространяется преломлённая волна, определяется зако-
ном Снеллиуса (1580–1626). Поскольку в первой четверти XIX века электромагнит-
ная теория в форме уравнений Максвелла (ок. 1873 г.) ещё не существовала, формулы
Френеля были выведены исходя из представлений о свете как о поперечных упругих
колебаниях среды (так называемое «эфира»). Вывод закона Снеллиуса и формул
Френеля непосредственно из уравнений Максвелла впервые осуществил Г. Лорентц
(1875 г.), в результате чего дополнительно выявилась связь между показателем пре-
ломления света n и электромагнитными характеристиками среды: n =

√
εµ, где ε –

относительная диэлектрическая, и µ – относительная магнитная проницаемости.
Наиболее часто в литературе формулы Френеля (далее – ФФ) приводятся в сле-

дующем «каноническом» виде для p (TM) – поляризации и s (TE) – поляризации
волн соответственно

Aompp = +A0
p

tg (ϕ− θ)
tg (ϕ+ θ)

, Anpp = A0
p

2cosϕ sin θ

sin (ϕ+ θ) cos (ϕ− θ)
,

Aomps = −A0
s

sin (ϕ− θ)
sin (ϕ+ θ)

, Anps = A0
s

2cosϕ sin θ

sin (ϕ+ θ)
,

где ϕ – угол падения (равный углу отражения); θ – угол проходящей (преломлённой)
волны; A0 – амплитуда падающей волны; Aomp и Anp — амплитуды отражённой и
проходящей волн.

Отметим, что знак в первой из приведённых формул в некоторых источниках
может быть и отрицательным (напр., [13; 14]), что, как будет показано далее, не
является ошибкой.

Очевидно, что ФФ в «каноническом» виде имеют следующие недостатки:
– при нормальном падении волны на поверхность раздела расчёт по формулам

сталкивается с неопределённостью вида 0/0, что дополнительно требует осуществле-
ния предельного перехода и может привести к неожиданным результатам при ком-
пьютерных вычислениях;

– предельные выражения из ФФ при малых углах падения волны не соответству-
ют общим формулам для коэффициентов отражения и прохождения волны при её
нормальном падении;

– также ФФ в «канонической» форме не соответствуют принципу перестановоч-
ной двойственности электрического и магнитного поля в электромагнитной теории
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Максвелла: ФФ для TM и TE волн не форминвариантны относительно замены элек-
трического поля на магнитное, и наоборот;

– угол, при котором амплитуда отражённой волны обращается в ноль (угол Брю-
стера), согласно «каноническому» виду ФФ может наблюдаться только на ТМ по-
ляризации волны, что также противоречит принципу перестановочной двойствен-
ности; если какое-либо явление наблюдается для электрической компоненты поля,
аналогичный эффект должен существовать также и для магнитной компоненты (за
исключением явлений, связанных с движением свободных электрических зарядов и
отсутствием в природе свободных магнитных зарядов);

– при падении волны, близком к нормальному, ФФ дают формально различа-
ющиеся на ±π фазы для отражённой волны на TM и TE поляризациях, хотя из
условий симметрии системы результат должен быть одинаковым.

Отметим, что все перечисленные выше недостатки ФФ в их «каноническом» виде,
кроме последнего, обусловлены предположением о равенстве магнитных проницае-
мостей двух сред, т. е. µ1 = µ2, что традиционно совершается в ходе вывода ФФ ис-
ходя из электромагнитной теории Максвелла [6; 7; 13]. По мнению авторов, вводить
данное предположение совершенно нецелесообразно, поскольку издержками тако-
го подхода являются, кроме сужения области применимости ФФ до исключительно
немагнитных сред, также и перечисленные выше недостатки. Между тем, система
уравнений, получающаяся из граничных условий для волнового уравнения, может
быть алгебраически разрешена и в общем случае, хотя и приводит к несколько более
громоздким выражениям [11]. Однако, если выражения числителей и знаменателей
в ФФ из [11] разделить на √µ1µ2, то, после некоторых очевидных преобразований,
можно получить ФФ в предельно простом форминвариантном виде для TE и TM
волн соответственно

ρ⊥ =
W2cosϕ−W1cosθ

W2cosϕ+W1cosθ
, τ⊥ =

2W2cosϕ

W2cosϕ+W1cosθ
,

ρ‖ = −W2cosθ −W1cosϕ

W2cosθ +W1cosϕ
, τ‖ =

2W2cosϕ

W2cosθ +W1cosϕ
,

где ρ и τ – коэффициенты отражения и прохождения волны соответственно; W1 и
W2 – волновые сопротивления сред.

Именно в таком виде ФФ, выведенные несколько иным путём, представлены в
работе [8].

Таким образом, в области теории преломления и отражения электромагнитных
волн сложилось достаточно парадоксальное положение. Практически во всех клас-
сических и современных работах, а также справочных и учебных пособиях [3; 7; 10;
13; 14] ФФ приводятся в относительно «неудачном» для проведения расчётов виде,
а также для частного случая немагнитных сред, и, по этой причине, входящие в
противоречие со многими другими положениями теории ЭМВ. Нередко и решение
последующих задач основывается на «неудачных» ФФ, причём об ограничениях в
области применимости ФФ в этом виде в дальнейшем «забывается» [13; 14]. В то
же время, существует простой, симметричный и даже более «эстетичный» вид этих
формул, избавленный от перечисленных выше недостатков, позволяющий рассчиты-
вать преломление и отражение ЭМВ с учётом как диэлектрических, так и магнитных
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свойств сред. Авторы не в состоянии объяснить сложившееся положение иначе, как
огромной силой инерции при рассмотрении вопросов, относящихся к области класси-
ческой физики, и, особенно, традиционной консервативностью образовательной си-
стемы при их изложении в рамках стандартных учебных курсов. Немаловажным
обстоятельством при этом является, возможно, то, что сам вывод ФФ из уравнений
Максвелла хотя и несложен технически, однако достаточно громоздок: собственно,
вывод ФФ и анализ непосредственно вытекающих из них результатов содержит более
300 промежуточных формул [6].

В случаях наноструктурных гетерогенных и увлажнённых дисперсных сред при-
ходится сталкиваться с эффектами, которые приводят к проявлению магнитных
свойств у формально «чистых» диэлектриков [15]. Например, для снежных покро-
вов, в которых гранулы льда покрыты проводящим слоем жидкой воды, обнаружено
проявление магнитных свойств на частотах выше 100 ГГц. Для них µ′ оказывается
меньше 1, т. е. проявляются диамагнитные свойства. Поэтому решение задач отра-
жения и преломления ЭМВ в случае наноструктурированных гетерогенных и дис-
персных увлажнённых сред оказывается в принципе невозможным на основе «ка-
нонического» вида ФФ. Наиболее целесообразно в этих задачах использовать ФФ в
форминвариантном виде, приведённом в [8].

Также рассмотрим вопрос о фазе волны, отражённой от границы раздела сред.
Фаза волны является тонким показателем свойств среды, особенно фазовые эффекты
усиливаются в слоистых структурах [1; 4]. Поэтому наблюдение поведения фазы
волны при отражении может предоставить наиболее ценную информацию об объекте
исследования.

Традиционно считается, что фаза отражённой волны определяется соотношением
показателей преломления сред, а также величиной угла падения исходной волны по
отношению к углу Брюстера. (Здесь мы не рассматриваем полное внутреннее отра-
жение, а также отражение в случае поглощающих сред, в результате которых появ-
ляется дополнительный сдвиг фазы [7; 10; 11].) Покажем, что формулировку правила
для фазы отражённой волны можно существенно упростить за счёт введения опре-
деления «однофазности» двух волн, наиболее полно соответствующего специфике
электромагнитных процессов и методам измерения их параметров. Поскольку при
постановке физических экспериментов, в которых существенно измерение фазового
сдвига, интуитивно подразумевается именно приведённое ниже толкование одинако-
вой фазы для двух волн, назовём данное определение «интуитивным».

«Интуитивное» определение: две волны одинаковой частоты, распространяющи-
еся в различных направлениях, в данной точке пространства имеют одинаковую
фазу, если наибольшие положительные значения векторов напряжённости элек-
трического поля E достигаются одновременно и при этом вектора E образуют
угол, по абсолютной величине меньший, чем прямой угол.

Следует отметить, что «однофазность» для двух волн вообще, а не применитель-
но к конкретной точке пространства, может быть определена исключительно для
волн одинаковой частоты, распространяющихся в одном направлении. Даже в слу-
чае двух волн, распространяющихся во встречном направлении, в зависимости от
сочетания фаз в различных точках пространства образуются так называемые узлы
и пучности, что приводит к явлению, известному как «стоячая волна».

Легко видеть, что приведённое выше определение «однофазности» двух волн от-
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личается от неявно используемого в ходе вывода ФФ на основе теории Максвелла [6;
7; 8; 11; 13], а также в самих оконечных формулах «геометрического» определения,
которое можно было бы сформулировать следующим образом.

«Геометрическое» определение: две волны имеют одинаковую фазу, если наи-
большие положительные значения векторов напряжённости электрического поля
E достигаются одновременно, и при этом вектора E направлены либо в соответ-
ствии, либо противоположно положительным направлениям, указанным стрелка-
ми на схеме отражения и преломления волны для данной поляризации.

Отметим, что произвольно задавая положительные направления векторов E на
схеме для падающей, преломлённой и отражённой волн, имеется возможность обес-
печить любое наперёд заданное сочетание знаков в ФФ. Таким образом, посколь-
ку знаки в ФФ определяются не физикой процессов, а выбранными направлениями
стрелок на схеме, приведённые во многих источниках [13; 14] формулы со знаком
(−) не являются ошибочными. К сожалению, не всегда по приведённым на пояс-
няющих рисунках схемам отражения и преломления можно однозначно определить
направления для векторов E и H, принятые за положительные, что, вообще говоря,
делает такие формулы для целей вычисления фазы практически бесполезными. На
рис. 1 показаны направления E и H, принимаемые за положительные, для сочетания
знаков, приведённых в статье ФФ.

Рис. 1. Лучевые схемы наклонного падения для TE (а) и TM (б) поляризаций с
обозначением направлений векторов E и H, принятых за положительные, для сочетания

знаков в приведённых ФФ

Fig. 1. Radial inclined drop schemes for TE (a) and TM (б) polarizations with the
designations of directions of the vectors E and H, accepted for positive, for a combination of

signs in the given FF

С учётом введённого «интуитивного» определения однофазности двух волн фор-
мулировки правил для фаз отражённой и преломлённой волн предельно упрощают-
ся (при действительных значениях диэлектрической и магнитной проницаемостей, а
также кроме случая полного внутреннего отражения).

Фаза преломлённой (проходящей) волны на всех поляризациях, при любых углах
падения и любых сочетаниях показателей преломления сред, всегда совпадает с
фазой падающей волны.
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При отражении от среды с меньшим показателем преломления фаза отражён-
ной волны (на всех поляризациях, при углах, не превосходящих угол полного внут-
реннего отражения) совпадает с фазой преломлённой волны.

При отражении от среды с большим показателем преломления фаза отражён-
ной волны изменяется на π по отношению к фазе преломлённой волны, независимо
от величины угла падения по отношению к углу Брюстера.

Поскольку угол между направлениями распространения падающей и преломлён-
ной волн всегда меньше π/2, эти волны являются однофазными как в «интуитивном»,
так и «геометрическом» определении. Тем не менее, «привязка» фазы отражённой
волны к фазе именно преломлённой, а не падающей волны, является принципиаль-
ным моментом, поскольку «однофазность» двух волн в «интуитивном» определении
не обладает свойством транзитивности. Например, в случае распространения трёх
попарно однофазных волн, если «однофазны» 2-я волна по отношению к 1-й, и 3-я
волна по отношению ко 2-й, под углом π/3 каждая по отношению к предыдущей
(рис. 2), 1-я и 3-я волны являются уже «противофазными».

Рис. 2. Схема, представляющая отсутствие свойства транзитивности для
«однофазности» волн в «интуитивном» определении

Fig. 2. A diagram representing the absence of a property transitivity for ”single-phase” waves
in the ”intuitive” definition

Легко видеть, что при падении волны под углом Брюстера, при котором в ФФ
изменяется знак (что равнозначно изменению фазы в «геометрическом» определе-
нии на π), фаза в «интуитивном» определении также изменяется на π, поскольку
отражённая и преломлённая волна в этом случае образуют прямой угол.

Данное наблюдение позволяет сделать вывод о том, что смена фазы отражённой
волны вблизи угла Брюстера, согласно ФФ, имеет чисто геометрическое объяснение,
связанное с трансформацией взаимной направленности векторов при изменении угла
падения и неоднозначным толкованием понятия «однофазности» для волн, распро-
страняющихся в различных направлениях. Природа этого эффекта никоим образом
не определяется физикой процессов, т. е. в данном случае соотношениями между зна-
чениями напряжённости и индукции электрических и магнитных полей на границе
раздела сред.
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Выводы. Проведённый анализ особенностей формул Френеля в их различных
видах представляет интерес при интерпретации результатов электромагнитных из-
мерений в случае наноструктурированных гетерогенных и увлажнённых дисперсных
сред, для которых существенным является проявление магнитных свойств, напри-
мер, увлажнённых нанопористых сред в условиях отрицательных температур. Вве-
дённое «интуитивное» определение для «однофазности» двух разнонаправленных
электромагнитных волн и предлагаемые на его основе формулировки правил, по
которым можно определить фазу отражённой волны, позволяют значительно упро-
стить постановку электромагнитных измерений и обработку их результатов, в том
числе и в полевых условиях.
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Peculiarities of Frenel Formulas Use for Calculating the Amplitude and Phase of
Refracted and Reflected Plane Electromagnetic Waves at the Interface of

Nanostructured Heterogeneous and Moistened Dispersed Media

The peculiarities of using Fresnel formulas in various forms for calculating the refraction
and reflection of electromagnetic waves on a flat interface with allowance for specific effects, the
manifestation of which is expected in nanostructured heterogeneous and moistened dispersive
media, including those near the critical temperatures at the Widom line are discussed in the
article. Issues on the phase of reflected and refracted waves depending on the combination
of electromagnetic characteristics of media and geometric factors, as well as the question

1P. Yu. Lukyanov is an organizer of the research.
2S. V. Tsyrenzhapov formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
3Yu. V. Kharin formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
4K. A. Schegrina formulates conclusions and summarizes the results of a collective research.
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of the reflected wave phase change near the Brewster angle are considered. We suggest so-
called “intuitive” definition for equal phase of two plane electromagnetic waves propagating in
different directions, which makes it possible to simplify substantially the formulations of the rules
identifying the phase of electromagnetic waves reflected from the media interface.

Keywords: dielectric permeability, magnetic permeability, Fresnel formulas, interface,
nanostructured heterogeneous medium, wet dispersion medium
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