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Решение краевых задач для уравнения Лапласа на полуплоскости,
ограниченной слабопроницаемой плёнкой и содержащей

сильнопроницаемую плёнку

Рассмотрены краевые задачи для уравнения Лапласа на кусочно-однородной полуплос-
кости, ограниченной слабопроницаемой плёнкой и состоящей из двух квадрантов, разделён-
ных сильнопроницаемой плёнкой. Методом свёртывания разложений Фурье решение задачи
выражено в квадратурах через решение классической задачи Дирихле на однородной по-
луплоскости (без плёнок).

Ключевые слова: краевые задачи, сильнопроницаемая плёнка, слабопроницаемая
плёнка, метод свёртывания разложений Фурье

При решении практических задач для управления потоками тепломассопереноса
применяются сильно- и слабопроницаемые плёнки, моделирующие экраны, изоля-
торы, дренажи, проводники, мембраны и т. д. Поэтому большой интерес имеет ис-
следование процессов тепломассопереноса в областях с плёночными включениями и
плёночными границами. В математических моделях задачи с плёнками описываются
краевыми задачами математической физики с обобщёнными условиями сопряжения
и обобщёнными граничными условиями на плёнках. При этом для установившихся
процессов искомые потенциалы внутри области удовлетворяют уравнению Лапласа.
В литературе при решении краевых задач с плёнками, как правило, рассматривают-
ся одиночные плёночные включения. В данной статье рассматривается комбинация
плёночного включения и плёночной границы для различных типов плёнок.

Рассмотрим на кусочно-однородной полуплоскости D(x ∈ R, y < 0), состоящей
из двух квадрантов D1(x < 0, y < 0) и D2(x > 0, y < 0), для функций ui(x, y) в Di

задачу

∆u1 = 0, Bu1 + ∂yu1|y=0 = 0, x < 0, (1)

∆u2 = 0, Bu2 + ∂yu2|y=0 = h(x), x > 0, (2)

x = 0 : u2 = u1, k2∂xu2 − k1∂xu1 = A∂2
xu1, (3)
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где B, A – положительные постоянные; h(x) – заданная кусочно-непрерывная огра-
ниченная при x ∈ (0,∞) функция, ∆u – оператор Лапласа, постоянные ki > 0 харак-
теризуют проницаемость соответствующей зоны Di, ∂y = ∂/∂y, ∂

2
x = ∂2/∂x2. Гранич-

ные условия (1), (2) и условия сопряжения (3) моделируют соответственно условия
на слабопроницаемой плёнке y = 0 с параметром 1/B и условия на сильнопроницае-
мой плёнке x = 0 с параметром A [1]. В задаче (1)–(3) граничные условия однородны
при x < 0, что не умаляет общности, т. к. задача с однородными условиями при x > 0
решается аналогично, а в общем случае неоднородных граничных условий при x ∈ R
решение задачи имеет вид суммы решений указанных задач.

Наряду с задачей (1)–(3) рассмотрим на однородной полуплоскости D(x ∈ R,
y < 0) аналогичную классическую задачу Дирихле с сохранением граничной функ-
ции

∆F = 0, y < 0; F|y=0 = f(x) =

{
0, x < 0,

h(x), x > 0.
(4)

Отметим, что решение задачи Дирихле (4) строится в квадратурах по формуле Пуас-
сона [2, с. 327]:

F (x, y) = −y
π

∞∫
0

h(ξ)dξ

(x− ξ)2 + y2
, y < 0.

Для кусочно-постоянной граничной функции

hi(x) =

{
ci, x ∈ (xi, xi+1),

0, x /∈ (xi, xi+1

(ci, xi, xi+1 – постоянные, xi > 0) решение задачи Дирихле (4) строится в конечном
виде

Fi(x, y) =
ci
π

(
arctg

x− xi+1

y
− arctg

x− xi
y

)
. (5)

При этом, аппроксимируя с заданной точностью произвольную кусочно-
непрерывную граничную функцию h(x) кусочно-постоянной функцией

h(x) =
n∑
i=1

hi(x),

решение задачи Дирихле (4) получим в конечном виде (с той же точностью в силу
корректности задачи Дирихле (4)):

F (x, y) =
n∑
i=1

Fi(x, y),
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где функции Fi(x, y) имеют вид (5). Отметим, что на практике граничные функции
строятся приближённо посредством той или иной аппроксимации точечных опытных
данных.

Методом свёртывания разложений Фурье [1; 3] выразим решение задачи (1)–(3)
через решение F (x, y) задачи Дирихле (4). Для этого выведем две формулы для
функций, тождественно удовлетворяющих условиям на плёнках y = 0 и x = 0 (1)–
(3). Рассмотрим две вспомогательные задачи.

Первая задача на однородной полуплоскости D(x ∈ R, y < 0) имеет вид

∆v = 0, Bv + ∂yv|y=0 = f(x) =

{
0, x < 0,

h(x), x > 0.
(6)

Выразим решение v(x, y) этой задачи через решение F (x, y) задачи Дирихле (4).
Предположим сначала, что граничная функция f(x) (4), (6) разлагается в инте-

грал Фурье с коэффициентами Фурье f1,2(λ) [4, с. 529]:

f(x) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1(λ) sinλx+ f2(λ) cosλx. (7)

Отсюда, применяя метод Фурье, решение задачи Дирихле (4) получим в виде

F (x, y) =

∞∫
0

eλyg(x, λ)dλ, y < 0. (8)

Будем искать решение задачи (6) также в виде интеграла Фурье

v(x, y) =

∞∫
0

a(λ)eλyg(x, λ)dλ, y < 0, (9)

где a(λ) – искомая функция, g(x, λ) имеет вид (7), при этом функция v(x, y) (9) удо-
влетворяет уравнению Лапласа (6) (при условии сходимости и дифференцируемости
интеграла (9)). Из граничного условия (6) с учётом разложения (7) находим

a(λ) =
1

λ+B
.

Тогда функция (9) примет вид

v(x, y) =

∞∫
0

eλyg(x, λ)

λ+B
dλ, y < 0. (10)
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Из разложения (8) следует формула [1; 3]

∞∫
0

e−BtF (x, y − t)dt =

∞∫
0

eλyg(x, λ)

λ+B
dλ, y < 0, (11)

где функция g(x, λ) имеет вид (7). Отсюда решение (10) задачи (6) непосредственно
выражается через решение F (x, y) задачи Дирихле (4) по формуле без разложений
Фурье

v(x, y) =

∞∫
0

e−BtF (x, y − t)dt, y < 0. (12)

Замечание 1. Полученная функция v(x, y) (12) тождественно удовлетворяет
граничному условию на слабопроницаемой плёнке (6) для произвольной дифферен-
цируемой по y функции F (x, y), удовлетворяющей граничному условию Дирихле (4),
что проверяется непосредственно путём интегрирования по частям интеграла, вхо-
дящего в ∂yv|y=0, в граничном условии (6).

Вторая вспомогательная задача рассматривается на всей кусочно-однородной
плоскости (x, y) ∈ R2, разделённой сильнопроницаемой плёнкой x = 0 на две по-
луплоскости G1(x < 0) и G2(x > 0). Рассмотрим относительно функций wi(x, y) в Gi

задачу

∆w1 = 0, x < 0; ∆w2 = H(x, y), x > 0, (13)

x = 0 : w2 = w1, k2∂xw2 − k1∂xw1 = A∂2
xw1, (14)

где H(x, y) – некоторая заданная функция, удовлетворяющая условию корректности
аналогичной классической задачи (без плёнки) для уравнения Пуассона на однород-
ной плоскости [2, с. 276]

∆V =

{
0, x ≤ 0,

H(x, y), x > 0.
(15)

При этом решение V (x, y) задачи (15) строится методом функции Грина в квад-
ратурах [5, с. 156]. Выразим решение задачи (13), (14) через решение задачи (15).
Предположим сначала, что решение V (x, y) задачи (15) при x = 0 разлагается в
интеграл Фурье с коэффициентами Фурье V1,2(λ)

V (0, y) =

∞∫
0

Q(y, λ)dλ, Q(y, λ) = V1(λ) sinλy + V2(λ) cosλy. (16)
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Тогда решение задачи (15) при x ≤ 0 (где функция V (x, y) удовлетворяет урав-
нению Лапласа) представимо в виде интеграла Фурье

V (x, y) =

∞∫
0

eλxQ(y, λ)dλ, x ≤ 0 (17)

(левая и правая части равенства (17) являются решением задачи Дирихле в полу-
плоскости x ≤ 0 для уравнения Лапласа с граничной функцией V (0, y)).

Будем искать решение задачи (13), (14) в виде разложений Фурье

w1(x, y) =

∞∫
0

a1(λ)eλxQ(y, λ)dλ, x < 0; (18)

w2(x, y) = V (x, y) +

∞∫
0

a2(λ)e−λxQ(y, λ)dλ, x > 0, (19)

где ai(λ) искомые функции, V (x, y) – решение задачи (15), Q(y, λ) – имеет вид (16),
при этом функции wi(x, y) (18), (19) удовлетворяют соответствующему уравнению
(13). Приравнивая в условиях сопряжения на плёнке (14) под знаками интегралов
коэффициенты при функции Q(y, λ), с учётом разложения (17) для функций ai(λ)
получим систему алгебраических уравнений 1 + a2 = a1, k2(1 − a2) − k1a1 = Aλa1,
решение которой имеет вид

a1(λ) =
2k2

A(λ+ γ)
, a2(λ) = −1 +

2k2

A(λ+ γ)
,

где

γ =
k1 + k2

A
. (20)

Отсюда функции (18), (19) с учётом разложения (17) приводятся к виду

w1(x, y) =
2k2

A

∞∫
0

eλxQ(y, λ)

λ+ γ
dλ, x < 0, (21)

w2(x, y) = V (x, y)− V (−x, y) +
2k2

A

∞∫
0

e−λxQ(y, λ)

λ+ γ
dλ, x > 0. (22)

Из разложения (17) следует формула, аналогичная формуле (11)

∞∫
0

e−γτV (x− τ, y)dτ =

∞∫
0

eλxQ(y, λ)

λ+ γ
dλ, x < 0,
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где функция Q(y, λ) имеет вид (16). Отсюда решение (21), (22) задачи (13), (14)
непосредственно выражается через решение классической задачи (15) без разложе-
ний Фурье в виде

w1(x, y) =
2k2

A

∞∫
0

e−γτV (x− τ, y)dτ, x < 0, (23)

w2(x, y) = V (x, y)− V (−x, y) +
2k2

A

∞∫
0

e−γτV (−x− τ, y)dτ, x > 0, (24)

где постоянная γ > 0 имеет вид (20).
Замечание 2.Функции wi(x, y) (23), (24) тождественно удовлетворяют условиям

сопряжения (14) на сильнопроницаемой плёнке x = 0 для произвольной дважды диф-
ференцируемой по xфункции V (x, y), удовлетворяющей достаточно слабому условию
на бесконечности

V (x, y) = O(eα|x|), ∂xV (x, y) = O(eα|x|), x→ −∞, α < γ,

что проверяется непосредственно.
Решение исходной задачи (1)–(3) выражается в квадратурах через решение

F (x, y) задачи Дирихле (4) в виде композиции операторов (23), (24), (12) по фор-
мулам

u1(x, y) =
2k2

A

∞∫
0

e−γτv(x− τ, y)dτ, x < 0, (25)

u2(x, y) = v(x, y)− v(−x, y) +
2k2

A

∞∫
0

e−γτv(−x− τ, y)dτ, x > 0, (26)

где функция v(x, y) имеет вид (12)

v(x, y) =

∞∫
0

e−BtF (x, y − t)dt, y < 0.

Действительно, в силу замечания 2 функции ui(x, y) (25), (26) тождественно
удовлетворяют условиям сопряжения (3) на сильнопроницаемой плёнке x = 0.
Обозначая оператор граничного условия (6) на слабопроницаемой плёнке через
Mv = Bv + ∂yv, запишем это условие в виде

Mv(x, y)|y=0 =

{
0, x < 0,

h(x), x > 0.
(27)
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Отсюда функции (25), (26) удовлетворяют граничным условиям (1), (2) при y = 0

Mu1|y=0 =
2k2

A

∞∫
0

e−γτMv(x− τ, y)|y=0 dτ = 0, x < 0,

Mu2|y=0 = Mv(x, y)|y=0 −Mv(−x, y)|y=0+

+
2k2

A

∞∫
0

e−γτMv(−x− τ, y)|y=0 dτ = h(x), x > 0.

Здесь учитывается замечание 1 и то, что первые аргументы x подынтегральных
функций Mv(x, y) меньше нуля, и для этих аргументов граничное условие (27) од-
нородно. Уравнение Лапласа (1), (2) для функций ui(x, y) (25), (26) выполняется в
силу выполнения уравнения Лапласа для функции v(x, y) (6) при x ∈ R, y < 0.
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